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PRESENTACIÓN 


La Historia de las Matemáticas, además de ser muy interesante, es una 
disciplina que permite asomarse a las ideas que fueron motivando la construcción 
esa gran estructura que es hoy la matemática moderna y conocer las dificultades 
de toda índole que fue necesario superar para llegar a su estado actual. Conocer a 
los hombres de carne y hueso que la fueron construyendo, saber de sus ideales y 
pasiones, de sus destellos geniales, de sus esfuerzos persistentes y a veces hasta 
heroicos, nos permite situar a las matemáticas en una dimensión menos abstracta 
y más humana. También nos permite ubicar los descubrimientos matemáticos 
como resultado de procesos y entornos que motivaron y sirvieron de base para 
que los individuos pudieran hacer sus aportaciones, pues, como decía Miguel de 
Unamuno, el genio es producto del hombre y de su circunstancia. 

Por lo que respecta al desarrollo de las ideas y conceptos, la historia, a 
diferencia de los libros de texto y los artículos de investigación, nos permite seguir 
el camino, a veces intrincado y errático, que hubo que recorrer para llegar a un 
resultado que ahora puede parecemos elemental y, posiblemente, hasta obvio. La 
creatividad y la imaginación se ven más estimuladas con el seguimiento del 
proceso real, que con la presentación lógicamente ordenada que, a posteriori, 
lleva al resultado por la vía más corta posible. Estudiando la historia de las 
matemáticas y observando la manera como se formaron la mayor parte de los 
grandes matemáticos, se aprecia también la importancia de estudiar directamente 
a los clásicos, remontarse a las fuentes, a las exposiciones de los grandes 
pensadores, pródigas de ideas y, a la vez, bien cimentadas en razonamientos 
profundos. 

Tomando en cuenta estos conceptos y buscando construir un foro que 
pudiera servir de punto de confluencia, en un aglutinador de intereses 
matemáticos, en un buen pretexto para comentar diversos tópicos de matemáticas 
en nuestra ya crecida y heterogénea comunidad, y sobre todo que fuera útil a 
estudiantes y profesores del Departamento de Matemáticas de la Universidad de 
Sonora, en septiembre de 1999 iniciaron los trabajos del Seminario de 
J-Cístoría de Cas Matemáticas. 

En los primeros cuatro semestres del Seminario se impartieron 118 
conferencias y en el semestre que está por concluir se impartirán 30 más. Estas 
charlas han abordado el desarrollo histórico de diversos temas de las 
Matemáticas, así como las biografías de un buen número de los personajes que 
han contribuido a su avance, desde la antigüedad hasta nuestros días. Con 
algunos de los materiales surgidos de estas pláticas, estamos iniciando la 
publicación de estos Mpuntes de J-Cístoría de Cas Matemáticas, con la 
intención de que aparezcan tres veces por año, en los meses de enero, mayo y 
septiembre. 



Independientemente de su origen y fuente primaria de artículos, estos 
Apuntes están abiertos a la colaboración de todas las personas interesadas en 
difundir sus trabajos sobre la J-Cístoría de Cas Matemáticas ; las indicaciones 
generales para proponer trabajos para su publicación, se encuentran en el interior 
de la portada de este ejemplar. Como lo sugiere su nombre, esta revista es 
primordialmente de divulgación y por lo tanto no está dirigida a especialistas ni 
está escrita por especialistas en Historia de los Matemáticas; en consecuencia, si 
se somete para publicación algún trabajo de investigación, su redacción deberá 
hacerlo accesible a un público amplio. 

En este número inicial, se presentan seis artículos surgidos de exposiciones 
realizadas en el Seminario de J-Cístoría de Cas Matemáticas durante el 
segundo semestre de 1999; los tres primeros se ubican en la antigüedad y los 
otros tres en los inicios de la edad moderna. En el primero de ellos, Lina Morales 
Peral nos habla de Las Matemáticas en el Antiguo Egipto a partir de los escritos 
de esa cultura milenaria que han llegado hasta nuestros días. Después José Luis 
Díaz Gómez nos platica sobre la vida y obra del legendario Tales de Mileto, 
primer matemático y también primer filósofo conocido. Enseguida Francisco Javier 
Tapia Moreno nos da una idea del trabajo de Apolonio: El Geómetra de la 
Antigüedad, destacando los grandes alcances de sus ideas innovadoras. La obra 
de Apolonio es luego ligada por Víctor Manuel Hernández Lizárraga al nacimiento 
de la geometría analítica por medio de La Geometría Analítica de Descartes, 
Fermat: ¿ Y Apolonio? Luego, Martha Cristina Villalba y Gutiérrez nos narra cómo 
se dio El Nacimiento del Cálculo, esa útilísima herramienta matemática para 
representar el cambio y la suma de cantidades continuamente cambiantes; 
finalmente Oscar Vega Amaya aborda el Inicio de la Teoría Matemática de la 
Probabilidad, que abrió una nueva rama de las matemáticas y permitió todo un 
mundo de nuevas aplicaciones. 


Esperamos que disfruten la lectura de estos artículos. 


Hermosillo, Sonora, México; a 26 de noviembre del 2001. 


EL EDITOR, 


Marco Antonio Valencia Arvizu 
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LAS MATEMÁTICAS EN EL ANTIGUO EGIPTO 

Lina Morales Peral 


INTRODUCCIÓN 

En la Historia de las Matemáticas pueden distinguirse períodos aislados, diferenciados uno 
del otro por una serie de particularidades características. Podemos preguntar: ¿En qué 
momento termina la Edad de Piedra y comienza la Edad de los Metales? Es ésta una 
pregunta cuyas diversas respuestas están ligadas con más frecuencia a preocupaciones de 
tipo geográfico, cultural y económico. Parece cierto que el Neolítico se prolonga más en 
Europa y termina antes en algunas zonas de Asia y África. 

Si convenimos en hacer coincidir el nacimiento de las civilizaciones antiguas con el 
advenimiento de la Edad de los Metales, las primeras sociedades organizadas se formaron 
en las orillas de los grandes ríos, como el Nilo, el Eufrates, el Tigris y los principales ríos 
de la India y de China. 

La periodización es necesaria para poder orientarse con mayor facilidad en toda la riqueza 
de hechos que presenta el desarrollo histórico de las matemáticas. Sin embargo, el papel de 
tales periodizaciones es puramente auxiliar y se determina por las necesidades del objetivo 
fundamental: el descubrimiento de líneas objetivas del desarrollo de las matemáticas. 

El proceso de formación de los conceptos matemáticos y de los procedimientos regulares 
de solución de determinadas clases de problemas elementales abarcan un gran intervalo de 
tiempo. Su comienzo probablemente data de tiempos remotos, cuando el hombre pasó a 
utilizar instrumentos para la obtención de medios de subsistencia y, posteriormente, al 
intercambio de los productos de su trabajo. Este período concluye con el surgimiento de 
formas cualitativamente nuevas del pensamiento matemático, esto es, cuando el conjunto 
de estos conceptos y métodos y su contenido se hicieron lo suficientemente ricos para 
constituir sistemas lógicamente relacionados, es decir, formas primarias de teorías 
matemáticas. 

Los testimonios materiales, por los que puede estudiarse este período, el más antiguo en la 
historia de las matemáticas, son escasos e incompletos. El balance cronológico de las 
civilizaciones de los valles del Indo y del Changijiang (Yangtsé) - ríos que nacen en el 
Tíbet y se dirigen respectivamente hacia el norte de la India y hacia el este de China - se 
apoya en crónicas cuya veracidad se pone en duda con frecuencia. Por el contrario, las 
informaciones procedentes de los habitantes del valle del Nilo y del “Creciente Fértil” 
ofrecen, en las fuentes recogida hasta ahora, una mayor objetividad y una interpretación 
más acertada de las actividades matemáticas de estos pueblos. 


Las formas y vías del desarrollo de los conocimientos matemáticos en los diferentes 
pueblos son muy diversas; sin embargo, el común para todos los pueblos es que todos los 
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conceptos básicos de las matemáticas: número, figura, área, prolongación infinita de la 
serie natural, etc., surgieron de la práctica y atravesaron un largo período de 
perfeccionamiento. 


ORIGEN 

La civilización babilónica engloba un conjunto de pueblos que vivieron en Mesopotamia en 
un período que comienza hacia el 5000 a. de C. y termina en los primeros tiempos del 
cristianismo. Uno después de otro, estos pueblos - sumerios, acadios, caldeos, asirios, 
babilonios y otros - contribuyeron a establecer las características de la civilización 
babilónica. Más exactamente, la ciudad de Babilonia fue el centro cultural del “Creciente 
Fértil” entre los años 2000 y 550 a. de C. 

La civilización egipcia nació probablemente de un gran número de pequeñas comunidades 
urbanas y rurales que se unieron progresivamente en dos reinos, el Alto y el Bajo Egipto. 
Egipto fue considerado durante mucho tiempo, debido al clima muy seco de la región y al 
culto que los egipcios profesaban a sus muertos, como el campo por excelencia de las 
excavaciones históricas. Por esto, Egipto está lleno de construcciones de todo tipo (templos, 
pirámides, obeliscos, etc.) y contienen numerosos papiros y objetos que el clima favorable 
ha conservado muy bien. 


FUENTES 

El conocimiento actual de las matemáticas babilónicas procede de excavaciones 
arqueológicas emprendidas a mediados del siglo XIX, en las cuales se recogieron casi 
medio millón de tablillas de arcilla, de las cuales más de 300 conciernen al ámbito 
matemático, esencialmente. Cada tablilla de arcilla, impresa con escritura cuneiforme, tenía 
que ser cocida, por lo que estos documentos se conservan en bastante buen estado. Sin 
embargo, hubo que esperar para apreciar verdaderamente los conocimientos matemáticos 
contenidos en estos documentos debido a las dificultades encontradas para descifrar estos 
textos de escritura cuneiforme. 

Entre estas tablillas de arcilla encontramos textos matemáticos procedentes del último 
período sumerio (hacia el año 2100 a. de C.); un número mayor de ellos pertenece a la 
primera dinastía babilónica (época del rey Hammurabi), y por último, muchos de ellos 
pueden situarse entre el año 600 a. de C. y el 300 d. de C. Los textos matemáticos contienen 
esencialmente series de números, relaciones geométricas y listas de problemas. En 
particular, las tablillas contienen multiplicaciones, números y sus inversos, cuadrados y 
cubos, y también algunas relaciones numéricas en términos de exponentes. El contenido 
matemático revelado por estos textos es suficientemente variado. 

Mientras tanto, a los escritos egipcios les ha ido mejor que a los babilónicos en este 
aspecto. Fue la expedición de Napoleón a Egipto la que confirió el impulso suficiente al 
estudio científico de la civilización egipcia; fueron soldados franceses los que llevaron a 
cabo el más importante de los descubrimientos: excavando cerca de Rosetta, al este de 
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Alejandría, extrajeron una piedra de basalto en la que había una inscripción en tres lenguas: 
griego, demótico y jeroglífico. La piedra de Rosetta revelaba a los investigadores la 
traducción griega de un texto en escritura jeroglífica y en la vieja escritura popular egipcia 
(demótico). Se tenía la llave para descifrar los jeroglíficos, pero ¿cómo había que utilizarla? 
Esto se pudo lograr gracias al trabajo constante y minucioso. 

Afortunadamente, el clima seco de Egipto favoreció la conservación de algunos papiros. 
Los principales documentos con que se cuenta en la actualidad son: 

1) El papiro de Rhind. Escrito por el escriba Ahmes hacia el año 1650 a. de C. y 
exhumado en Tebas en 1855, es un rollo de papiro comprado en 1858 por Henry Rhind 
y conservado en el Museo Británico de Londres que constituye una fuente importante 
de la que obtenemos el conjunto de conocimientos matemáticos egipcios. Contiene 85 
problemas, redactados en escritura hierática. Este texto, según Ahmes, es una copia de 
un texto más antiguo (2000-1800), algunos de cuyos elementos proceden quizá de 
períodos más antiguos. Para su resolución se realizan operaciones con fracciones, se 
utiliza geometría (área del rectángulo, triángulo, trapecio, círculo), cálculo de 
dimensiones y volúmenes de pirámide. Las cinco partes del manual de Ahmes se 
refieren respectivamente a la aritmética, la estereométria, la geometría, el cálculo de 
pirámides y varios problemas prácticos. 

2) El papiro de Moscú. Rollo de papiro comprado en Egipto en 1893 y conservado en el 
museo de artes de Moscú, fue escrito hacia el año 1850 a. de C. por un escriba 
desconocido. Contiene 25 problemas relacionados con la vida práctica y se parece al de 
Rhind, salvo en dos problemas de particular significación. El papiro de Moscú es, junto 
con el de Rhind, una de las principales fuentes de información de la matemática egipcia. 

3) El rollo de cuero de las matemáticas egipcias. Rollo de cuero comprado con el papiro 
Rhind y conservado en el Museo Británico desde 1864. En 1927 se consiguió, no sin 
dificultad, desenrollar este documento de cuero y encontrar en él una colección, por 
duplicado, de 26 sumas escritas en forma de fracciones unitarias, esto es, fracciones con 
numeradores unitarios. Todo parece indicar que este rollo era una copia de un manual 
que servía de guía práctica para un futuro trabajo, lo cual arroja mucha luz sobre el 
aspecto mecánico contenido en las principales fuentes de las matemáticas egipcias, de 
la aritmética, además de proporcionar una justificación de la supuesta existencia de 
tablas típicas de fracciones. 

4) Los papiros de Kahun, Berlín, Reisner, Akhmén, y algunos otros completan, en 
algunos puntos particulares, los conocimientos matemáticos que se derivan de los tres 
anteriores. 

La escritura jeroglífica aparece, en general, en tumbas, monumentos y piedras, mientras que 
la escritura hierática (de forma cursiva) predomina en los papiros. 
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Papiro de Rhind (Museo Británico) 

SISTEMAS DE NUMERACIÓN 

Realmente no puede hablarse de un único sistema de numeración ya que, de hecho, se 
encuentran dos: el sistema jeroglífico, que utiliza jeroglíficos, y el hierático (sagrado) o 
sistema de los sacerdotes, que utiliza símbolos cursivos y que, en el siglo VIII a. de C. 
desembocara en el sistema demótico o sistema del pueblo, cursivo y de forma abreviada. 

1) Sistema jeroglífico. Sistema de base 10, no posicional, en el que el principio aditivo 
determina la disposición de los símbolos. La utilización de este principio permite 
expresar cualquier número; cada símbolo se repite el número de veces necesario. Por 
ejemplo: 

12.105 = 


o más bien 


2) Sistema hierático. También es decimal, pero el principio de repetición del sistema 
jeroglífico se sustituye por la introducción de símbolos especiales, por lo que la 
notación hierática es más sencilla. Estos signos representan los números de 1 a 10, así 
como las potencias de 10. Los egipcios escriben de derecha a izquierda. 

Generalmente, los egipcios utilizaban signos específicos para fracciones particulares como 
2/3 y Vi. En general, trabajaban con fracciones unitarias y cualquier fracción de la forma p/q 
se expresaba como una suma de fracciones unitarias. Las operaciones usuales se 
efectuaban, casi en su totalidad, con ayuda del principio de adición o por desdoblamiento. 
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ARITMÉTICA EGIPCIA 


Toda la estructura de la aritmética egipcia se basa en dos principios operacionales: el 
primero es inherente a su capacidad de multiplicar y dividir por 2 y el segundo a su 
capacidad para calcular los dos tercios de cualquier número, entero o fraccionario. La 
operación aritmética fundamental en Egipto fue la adición. 


La multiplicación de dos enteros se efectuaba, generalmente, mediante operaciones 
sucesivas de desdoblamiento, que dependen del hecho de que cualquier número puede 
expresarse como una suma de potencias de 2. Por ejemplo, si se quiere efectuar la 
multiplicación 24 x 37, como 24=16+8, basta con sumar los múltiplos de 37 de estos 
números, como sigue: 


1 

2 

4 

— 8 
+ 1 _ 16 


37 

74 

148 

296 — 

592 _ I + 


= 24 


=888 


de donde 24x37=888. 
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De la misma manera, para efectuar la división 847+33, se busca por cuánto debe 
multiplicarse 33 para obtener 847: Como los productos de 33 con potencias de 2 son 1, 33, 
66, 132, 264, 528, etcétera, y entonces 

847=528+319 

=528+264+55 

=528+264+33+22 

Este principio de desdoblamiento, así como eliminaba la necesidad de aprender las tablas 
de multiplicar y facilitaba el empleo del ábaco para calcular y contar rápidamente, 
presentaba serias dificultades para la aplicación de estas operaciones a las fracciones, pues 
reducían todas las fracciones a sumas de fracciones unitarias a fin de simplificar las 
operaciones. Esta reducción fue posible gracias a la construcción de tablas que contenían 
fracciones del tipo 2/n. 

Pero también, el desarrollo y el tratamiento de las fracciones a un nivel alto permite 
comprender mejor el arte del cálculo aritmético. La construcción de la tabla de las 
fracciones 2/n , de n=3 a n=101 con n impar, supone un trabajo considerable si se tiene en 
cuenta que las descomposiciones en fracciones unitarias de la tabla son generalmente las 
más sencillas que pueden obtenerse. 


ÁLGEBRA EGIPCIA 

El origen de muchos de los 110 problemas contenidos en los papiros Rhind y de Moscú 
está estrechamente relacionado con la vida cotidiana. Estos problemas se resuelven 
generalmente con la sola ayuda de la aritmética o utilizando ecuaciones lineales de la forma 
x+ax=b o x+ax+cx=b, donde la incógnita x se llama “alia 

Generalmente, la solución de una ecuación lineal proviene de la aplicación del método de 
“falsa posición”: Por ejemplo, si x + x/7 = 24 se asigna un primer valor a x y se comprueba 
si es válido: sea x = 7, entonces 7 + 7/7 = 8, lo cual es falso (se esperaba que fuera 24) ; 
sin embargo, 5x8 =24, de donde la solución es 3x7=21, es decir, x =21. 

En general, los egipcios no resolvían la ecuación cuadrática, pero eso no les impidió 
resolver ciertas ecuaciones de segundo grado. Los egipcios utilizaban muy poco el 
simbolismo en su álgebra; manipulaban con éxito las progresiones aritméticas y quizás las 
geométricas y utilizaban con soltura la conmutatividad y la distributividad, y estaban 
familiarizados con el inverso de un número. 


TRIGONOMETRÍA Y GEOMETRÍA EGIPCIAS 

La mayoría de los problemas de geometría que aparecen en los papiros hacen referencia a 
fórmulas de medición necesarias para evaluar el área de figuras planas y de ciertos 
volúmenes. El área de un triángulo isósceles se obtiene multiplicando la mitad de la base 
por la altura. Los egipcios parecen acostumbrados a transformaciones que comprenden la 
semejanza de rectángulos con ayuda de triángulos isósceles y trapecios isósceles. Calculan 
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también el volumen de cilindros y prismas, pero desconocen el Teorema de Pitágoras en su 
formulación general. 

Un ejemplo: El área de un círculo se obtenía aplicando un cuadrado cuyo lado es igual a 8/9 
de la longitud del diámetro. Así, el valor de n es 31/6. He aquí una interpretación que 
explica el origen de este valor: 

3 3 3 

A partir de un cuadrado cuyo lado mide 9 unidades, se 
construye un octágono de tal manera que el área de 
cada uno de los triángulos isósceles de las esquinas 
sea 4Vi unidades. 

Area del cuadrado =81. 

Area del octágono = Area del cuadrado - Areas de cada uno de los triángulos 
= 81-18 

= 63 (lo que es casi el área de un cuadrado de lado 8). 

Puesto que el área del octágono difiere poco de la del círculo inscrito en este cuadrado, el 
área de un círculo será aproximadamente igual a (8/9 df, o (16/9f r 2 = n r 2 , de donde n 
=(16/9f o sea, aproximadamente, 3 1/6. 

Los egipcios utilizaban una regla precisa relativa a la circunferencia: la razón entre el área 
de un círculo y su circunferencia es la misma que entre el área del cuadrado circunscrito al 
círculo y su perímetro. Según Boyer, esta relación tiene una significación matemática 
mucho mayor que la aproximación a n. Además, podían calcular el área de triángulos, 
rectángulos y trapecios. La semejanza y la proporcionalidad no parecen haberles sido 
desconocidas. En el siglo XIII a. de C. dos figuras similares, aunque de dimensiones 
diferentes, fueron dibujadas en las paredes de la habitación donde se encuentra la tumba de 
Seti I. 

La perla de la geometría egipcia es, indiscutiblemente, el siguiente enunciado que se 
encuentra en el papiro de Moscú (problema 14): 

Si se os dice: una pirámide truncada de altura 6 y de bases 4 y 2; debéis tomar el cuadrado 
de 4 que es 16, después doblar 4 para obtener 8, tomar el cuadrado de 2 que es 4, sumar 16, 
8 y 4 para obtener 28; calcular 1/3 de 6 que es 2, multiplicar 28 por 2 que da 56; véis, es 56. 

Es evidente que el escritor conocía la fórmula : V = [a +ab +b ]h/3, que representa el 
volumen de un tronco de pirámide de base cuadrada. ¿Cómo fue descubierta? Se han dado 
varias explicaciones, pero es difícil, incluso hoy, saber el método empleado por los 
egipcios. Los autores de estos documentos sabían calcular la pendiente de los lados de una 
pirámide y su volumen. Los problemas 56, 57, 58, 59 y 60 del papiro Rhind se refieren al 
cálculo de la razón entre la base horizontal de la pirámide y su altura, llamada “seqt 

El valor de la “seqt” era importante para los constructores de pirámides, pues debían 
mantenerla constante en los sucesivos bloques de piedra. Podemos considerarlas como las 
cotangentes del ángulo de inclinación de las caras de las pirámides. 
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La geometría en Egipto no se desarrolló como una ciencia en el sentido griego de la 
palabra, fue propiamente una “aritmética aplicada”. El calculista tenía conocimiento de 
reglas, a partir de las cuales eran realizados los cálculos, pero no se ha encontrado una 
derivación sistemática de estas reglas. 

La matemática prehelénica no contaba con nada que pudiera llamarse teorema, y menos con 
una prueba tal como la entendieron los griegos; sólo contaban con recetas que elevaban al 
rango de verdades al verificar una y otra vez que podían realizarlas. De ahí que mostraran 
una total indiferencia por contar con fórmulas precisas. Este plantearse de manera general 
los problemas es el paso que implicó tomar el camino de la generalidad y la abstracción. 

Los griegos, al tratar de convertir esa especie de ciencia experimental que heredaron del 
Oriente en una ciencia basada en la deducción, dieron un giro que desembocó en la 
formalización, al demostrar los resultados mediante razonamientos y ya no por simple 
verificación repetitiva; así, surgen las estructuras matemáticas y los métodos de 
demostración. De aquí, puede decirse que los egipcios eran expertos en el método práctico 
y los griegos en el teórico. 

Los materiales contenidos en los papiros permiten afirmar que 20 siglos antes de nuestra 
era, en Egipto existían elementos de matemáticas que apenas comenzaban a separarse de 
los problemas prácticos, pero ya apuntaban hacia una ciencia. 
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TALES DE MILETO 


José Luis Díaz Gómez 


“El espacio es la más grande de todas las cosas, 
porque contiene todo lo que ha sido creado 

Tales de Mileto 


INTRODUCCIÓN 

Tales, filósofo, astrónomo y matemático griego nació en Mileto en el año 624 a. de C. de 
acuerdo con el pensador griego Apolodoro, y murió a la edad de 78 años durante la 
quincuagésima octava olimpíada (548-545 a. de C) según el historiador en filosofía griega 
Diógenes Laertes. Tales es el padre tradicional de la matemática griega y aunque su 
imagen completa es legendaria, subsiste por algo eminentemente real. Simboliza las 
circunstancias bajo las cuales los fundamentos, no solamente de la matemática moderna, 
sino también de la ciencia y de la filosofía, fueron establecidas [7]. 

No hay escritos de Tales disponibles, así como tampoco hay fuentes contemporáneas a las 
que se pueda recurrir como referencia. Esto hace extraordinariamente difícil el poder 
contabilizar lo logrado por Tales. La labor se hace aún más difícil por cuanto se sabe que en 
la antigua Grecia había la práctica de atribuirle muchos descubrimientos a personas 
reconocidas como sabios sin que ellos hubieran tenido parte en ellos. La inclusión del 
nombre de Tales en el canon de los legendarios Siete Hombres Sabios condujo a su 
idealización y después a la leyenda que le acompaña. De esos siete hombres se le consideró 
el primer filósofo, así como también un «discípulo de los egipcios y caldeos», suposición 
de muy buen fundamento por los viajes de Tales a Egipto y Mesopotamia. 

Para información respecto al trabajo de Tales y en general del desarrollo inicial de la 
matemática griega, deberemos confiar enteramente en pequeños fragmentos transmitidos 
por autores posteriores y en observaciones dispersas de filósofos y de otros autores no 
estrictamente matemáticos [7]. 

Tales era un hombre esencialmente práctico: comerciante, hábil en ingeniería, astrónomo, 
filósofo, estadista, geómetra. 


TALES EL COMERCIANTE 

Lúe mercader en su juventud, y tuvo mucho éxito como hombre de negocios; sus tareas 
como mercader le llevaron a muchos países y su ingenio natural le permitió aprender las 
novedades que veía. Muchas leyendas y anécdotas se reúnen en tomo a su nombre. Una de 
las anécdotas que se cuentan de su vida es cuando estuvo encargado de unas muías 
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cargadas con sacos de sal; en su camino, al cruzar el río, una muía resbaló; la sal se disolvió 
y su carga se aligeró. El animal entonces se sumergía mañosamente cada vez que tenía que 
cruzar un río. Tales encontró la solución para darle una lección a la muía: la cargó con un 
saco de esponjas. Otra anécdota -narrada por Aristóteles- es que en otra ocasión se apoderó 
de todas las cosechas de olivas y al tener el "monopolio", como dueño del mercado, les 
demostró lo negativo que esto podría ser y después vendió todo a un precio tan razonable 
que horrorizaría a un capitalista de hoy en día. Como mercader acumuló riqueza suficiente 
para consagrarse al estudio durante los años de su edad madura [6]. 


TALES EL INGENIERO 

Como lo que ahora llamaríamos ingeniero, estuvo dirigiendo obras hidráulicas y se dice que 
desvió el curso del río Halis mediante la construcción de diques. 


TALES EL ASTRÓNOMO 

Como astrónomo fue más célebre, lo espectacular fue la predicción del eclipse solar que 
detuvo la batalla entre Alyattes y Cyaxares el 28 de mayo del año 585 a. de C. Expertos 
modernos en la materia están convencidos de que Tales carecía del conocimiento para 
predecir con precisión la localidad donde el eclipse se podía observar o el carácter del 
mismo y sus estimaciones debieron ser aproximadas. Es probable que el hecho de que el 
eclipse fuera total y la localidad afectada correspondiera a la de una batalla importante 
contribuyera enormemente a la reputación de Tales como astrónomo. 

El estudioso griego Calimaco registra que Tales descubrió la constelación de la Osa Menor 
y recomendó a los navegantes guiarse por ella en lugar de la Osa Mayor. Fue el primero en 
comparar la magnitud del sol con la de la luna y encontró que ésta era 700 veces menor que 
el sol. También se cree que conoció el recorrido del sol de un trópico a otro. Además, 
explicó los eclipses de sol y de luna y delimitó las estaciones del año y asignó a éste 365 
días. Sus resultados astronómicos sustituyen lo que era poco más que una elaboración de 
catálogos de estrellas por una ciencia auténtica. 

También se cree que fue el primero en estudiar el fenómeno magnético (nombre dado por 
Magnesia, lugar del hallazgo de la piedra imán), así como de trabajar en la propiedad 
eléctrica del ámbar. 


TALES EL ESTADISTA 

Según el historiador griego Herodoto, Tales fue un estadista práctico que estaba en favor de 
la federación de ciudades jónicas de Grecia. 
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Se ve en la figura de Tales de Mileto al Padre de la Filosofía. Fundó en Mileto una escuela 
de matemáticas y filosofía, llamada escuela jónica; en esta escuela aporta un enfoque 
diferente: racional y objetivo, para abordar los cuestionamientos a las preguntas sobre el 
sentido último de la existencia, que hasta ese momento sólo se habían tratado desde un 
enfoque mitológico. 

Tales busca el fundamento natural de las cosas y en su afán por la abstracción, que 
consideraba más valiosa que la intuición o la sensibilidad cree, al respecto, que el principio 
originario, la sustancia primordial de todas las cosas es el agua, que en diversos grados de 
condensación da lugar a todos los elementos y estados y es una fuerza eterna, activa, 
susceptible de dar existencia [4]. 

Esta afirmación nos puede parecer ingenua pero él reconocía el estado húmedo en los 
animales y las plantas, observaba que la tierra "flota sobre el agua". Quizá la respuesta no 
sea apropiada pero debemos enfocar nuestro interés a la pregunta: por primera vez se 
pregunta el hombre sobre el origen de todo lo que existe. 

La importancia del intento de Tales no radica en su elección del agua como substancia 
fundamental sino en tratar de explicar el comportamiento de la naturaleza a través de la 
simplificación de los fenómenos y en buscar las causas de los mismos dentro de la misma 
naturaleza más que en los caprichos de dioses antropomórficos. A este respecto Aristóteles 
dice que «para Tales la pregunta fundamental no es, qué es lo que sabemos, sino cómo lo 
sabemos. » 

Tales pues, en su cosmología, pensaba que el agua llenaba todo el espacio. Se imaginaba a 
la Tierra como un gran disco flotando sobre las aguas, sobre la cual existiría una burbuja 
hemisférica de aire, nuestra atmósfera, sumergida en la masa líquida. La superficie convexa 
de la burbuja sería nuestro cielo y los astros, según expresión de Tales, "navegarían por las 
aguas de arriba". 


TALES EL GEÓMETRA 

En esa época las culturas como la babilónica y la egipcia, resolvían problemas geométricos 
en forma eminentemente empírica ya que no utilizaban un sistema lógico deductivo. De 
acuerdo con el historiador O. Neugebauer [5] la matemática prehelénica no contaba con 
nada que pudiera llamarse un teorema y por lo tanto una prueba tal como lo entendieron los 
griegos. Se tenían conocimientos de índole intuitiva y para probarlos les bastaba el hecho 
de que tales resultados, cada vez que eran utilizados en la práctica, llevaban a conclusiones 
que no contradecían lo que la experiencia había recogido de la realidad [2]. 

Lo que puede decirse es que se había alcanzado un alto grado de desarrollo de la habilidad 
operatoria, para abordar todo tipo de problemas de la vida práctica; problemas que iban 
desde la repartición de una herencia y el cálculo de interés compuesto, hasta los problemas 
ligados a lo que después llamaríamos Geometría. 
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El mayor mérito de los sabios griegos fue el transformar la geometría al cambiar el enfoque 
de la misma de empírico a deductivo. Se menciona que uno de los protagonistas de esta 
transformación fue también Tales de Mileto, a quien se le reconocen los primeros intentos 
para transformar la geometría en una ciencia racional al abstraer, de las cosas perceptibles, 
las líneas, ángulos y superficies que las determinan. 

Un estudiante de Aristóteles, llamado Eudemo de Rodas (año 320 a. de C.), hace referencia 
a Tales en su Historia de las Matemáticas. Este documento, que fue una historia completa 
de la geometría griega que cubría el período anterior a 335 a. de C., se perdió y antes de que 
esto ocurriera, llegó a existir un resumen del mismo que posteriormente desapareció 
también. Información relacionada con este resumen aparece en el Sumario de Eudemo , 
escrito por el historiador Proclo en el siglo V d. de C. Este resumen contiene un 
Comentario sobre el Primer libro de los elementos de Euclides, y es un esbozo muy 
breve del desarrollo de la geometría griega desde los tiempos primitivos hasta Euclides [3]. 
Allí, después de referirse a los orígenes de la geometría en Egipto y pasar a hablar sobre 
Tales, Proclo dice: 

«...primero fue a Egipto y después introdujo este estudio en Grecia. Descubrió muchas de 
las proposiciones por sí mismo e instruyó a sus seguidores en los principios que subyacen 
en muchas otras, siendo su método de ataque más general en algunos casos, más empírico 
en otros. » 

Más adelante en su Comentario y citando a Eudemo, Proclo afirma que Tales estableció 
cuatro teoremas: 

1. El círculo se bisecta por su diámetro. 

2. Los ángulos de la base de un triángulo con dos lados igucdes son iguales. 

3. Los ángulos opuestos de líneas rectas que se intersectan, son iguales. 

4. Si dos triángulos son tales que dos ángulos y un lado de uno son igucdes a dos 
ángulos y un lado del otro, entonces los triángulos son congruentes. 

Algunos de estos resultados debían ser conocidos desde bastante antes; de algunos, 
solamente se dice que fueron enunciados por él; lo importante aquí es la creencia de que 
Tales usaba razonamientos lógicos para hacer ver que eran ciertos y no lo hacía por medio 
de la intuición, la experimentación y la comprobación repetida, como en esas épocas se 
había hecho. Lo hiciera Tales o no, lo que sí es cierto es que los Pitagóricos desarrollaban 
la matemática de una manera deductiva. 

Hay un quinto teorema que tradicionalmente se incorpora a la lista anterior y que dice: 

5. «El ángulo inscrito en un semicírculo es un ángulo recto». 

Actualmente se piensa que este teorema pudo tener su verdadero origen en Babilonia y 
posteriormente ser introducido por Tales en Grecia. 
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Según el historiador Heath [3], si Tales hubiera sabido que el ángulo en un semicírculo es 
un ángulo recto, podría haber demostrado que; 

6. La suma de los tres ángulos interiores de un triángulo rectángulo es igual a dos 
rectos. 

Pero también es posible demostrar la proposición 5) conociendo 6). 

Tenemos aquí un caso de equivalencias de dos resultados. Si conocemos 5), podemos 
probar 6). Si sabemos 6), podemos probar 5). Si Tales demostró 5). ¿Cómo lo hizo? ¿Habrá 
usado 6)? Hay referencias, —Eudemo a través de Proclo —que indican que 6) no solo fue 
demostrado por los Pitagóricos, sino que incluso fue descubierto por ellos. Y por tanto se 
cree que Tales quizá demostró 5), a partir del conocimiento de 6), pero que no daba una 
demostración general; solo aceptándolo como cierto a través de demostraciones de orden 
particular y de carácter más experimental e intuitivo, que las que ya aparecen en los 
Elementos de Euclides. 

Entre los resultados más conocidos de Tales se encuentra el teorema que lleva su nombre, 
relativo a la proporcionalidad de segmentos determinados en dos rectas cortadas por un 
sistema de paralelas. 

Teorema de Tales: 

Si dos rectas r y r’ se cortan por un sistema de paralelas, los segmentos 
determinados por los puntos de intersección sobre una de ellas son 
proporcioncdes a los determinados por los puntos correspondientes en la otra. 

Parte de la leyenda atribuye a Tales el uso de sus conocimientos de geometría para medir 
las dimensiones de las pirámides de Egipto y calcular la distancia a la costa de barcos en 
alta mar. Diógenes Laertes, junto con Plinio y Plutarco señalan que la medida de la altura 
de las pirámides se llevó a cabo a través de la determinación de la longitud de la sombra 
que ellas producían cuando una vara clavada verticalmente en el suelo producía una sombra 
igual a su altura. Para medir la distancia de los barcos en alta mar a la costa, la leyenda dice 
que Tales fue el primero en emplear la proporcionalidad de los lados de triángulos 
semejantes. Hay dudas muy grandes con respecto a esto, ya que estas ideas se habían 
manejado con mucha anterioridad en Egipto y Mesopotamia, donde Tales invirtió una parte 
de su vida. Queda entonces planteada la interrogante de si Tales fue el primer hombre en la 
historia en introducir estructuras lógicas en la geometría. Es muy posible que el verdadero 
papel que haya jugado no sea tanto el de creador y esté más relacionado con el de un 
intérprete, organizador y recopilador inteligente de esas estructuras lógicas. 


A MANERA DE REFLEXIÓN 

La mayoría de los profesores y estudiantes de Matemáticas piensan que la Matemática es 
una ciencia formal y exacta que poco, o mejor casi nada, tiene que ver con la Filosofía. 
Pareciera entonces que la Filosofía y la Matemática estuvieran en posición irreconciliable 
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una frente a la otra. Muchos de quienes estudian Matemáticas, ven como una pérdida de 
tiempo el cuestionarse sobre el sentido de la existencia, o sobre el origen del conocimiento. 

Al estudiar el trabajo realizado por Tales se observa la relación que existe entre la Filosofía 
y la Matemática, relación que se da desde los mismos orígenes de ambas, y nos demuestra 
que entre ellas hay mucho más en común que lo que uno podría esperar. 

Se pueden estudiar otros ejemplos de grandes matemáticos que a su vez han sido grandes 
filósofos como Descartes y Leibniz y en ellos vemos la posibilidad y hasta la necesidad de 
reconciliar estas dos disciplinas. Debemos ver con profundo respeto a los hombres que en 
su tiempo se plantearon las grandes preguntas sobre el misterio de la existencia y el 
conocimiento. En muchas ocasiones habrá que resaltar que la principal aportación que ellos 
hicieron no son las respuestas, sino las preguntas mismas. 
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APOLONIO, EL GEÓMETRA DE LA ANTIGÜEDAD 

Francisco Javier Tapia Moreno 


INTRODUCCIÓN 

De los tres grandes matemáticos del helenismo: Euclides, Arquímedes y Apolonio, este 
último ha sido el menos conocido a lo largo de los siglos. Aunque del personaje Euclides 
no sabemos casi nada, su obra fue pronto el paradigma de la sistematización del saber 
matemático, la obra de los fundamentos, y conservó este halo por siempre. Arquímedes, por 
su genio polifacético y por las leyendas creadas alrededor de su persona, coronadas con la 
historia de su muerte, es sin duda, de entre los tres, la figura más conocida universalmente. 
Apolonio representa la grandeza técnica especializada, el virtuosismo geométrico por 
excelencia. Es verdad que su obra hizo olvidar lo que antes de él se había escrito en el 
campo de su mayor brillantez, las cónicas, pero por su carácter tan especializado y tan 
difícil, ni siquiera esta obra maestra, Las Cónicas, se conoce hoy en su integridad y más de 
la mitad de ella permaneció oculta para el mundo occidental hasta que fue publicada por 
Edmond Halle y en 1710. 

Los tres genios griegos de la matemática representan una nueva era y son verdaderos hijos 
de su época histórica. El helenismo significa, tanto en política como en filosofía, una 
auténtica fragmentación. En política, el imperio de Alejandro se fragmenta en reinos más o 
menos pequeños que compiten en ser dignos herederos de la tradición del siglo de oro 
helénico. En filosofía se produce también una fragmentación del saber unificado al que 
Platón y Aristóteles, siguiendo el trazo de la corriente pitagórica, aspiraron. El saber 
orientado hacia el hombre, con sus hondas conexiones con la estética, ética, religión, 
política,... cede el paso al saber especializado que en matemáticas viene a ser representado 
por Euclides, Arquímedes y Apolonio, y muy particularmente por este último. 


EL ENTORNO DE APOLONIO 

Los datos de la vida de Apolonio son ciertamente escasos y casi todos ellos provienen de 
algunas noticias que aparecen en las introducciones de los diferentes libros de Las Cónicas. 

Apolonio nació a mediados del siglo III a. de C. en Perga (ver figura 1), ciudad situada en 
Panfilia, según Heath hacia el 262 a. de C., según otros entre 246 y 221. Fue probablemente 
unos veinte años más joven que Arquímedes. Parece que estudió o pasó largo tiempo en 
Alejandría, cuyo Museo y Biblioteca constituían en aquel tiempo el centro del saber 
occidental. 
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Parece extraño que, a pesar de esto, Apolonio no dedicara alguno de los libros de su gran 
obra, Las Cónicas , a ninguno de los reyes de Alejandría, Tolomeo III Euergetes (246-222) 
Tolomeo IV Filopator (222-205), ... sino a personajes de Pérgamo, Eudemo (libros I, II, III) 
y Atalo (tal vez el rey Atalo I de Pérgamo, 241-197, libros IV-VIII). Sarton se pregunta si 



pudo ser debido a problemas que surgieran entre Apolonio y las autoridades del Museo. 
Apolonio pasó algún tiempo también en Pérgamo y en Efeso. 

Las Cónicas fueron con certeza una obra de madurez, compuestas en Alejandría, pues envía 
el segundo libro a Eudemo, en Pérgamo, a través de su hijo Apolonio. Parece ser que el 
período de máximo florecimiento de Apolonio tiene lugar en el reinado de Tolomeo 
Filopator (222-205). De su muerte no se sabe nada en absoluto, ni dónde, ni cuándo, ni 
cómo. 

De entre los personajes nombrados en los prólogos de los libros de Las Cónicas se pueden 
identificar Eudemo y Filónides. Filónides fue matemático y filósofo epicúreo conocido 
personalmente por el rey seleúcida Antíoco IV Epifanes ( 175-163) y por Demetrio Sotero 
(163-150). Eudemo parece haber sido el primer maestro de Filónides. Así, la presentación 
por Apolonio a Eudemo del joven Filónides tuvo lugar probablemente a comienzos del 
siglo II. Las Cónicas debieron ser escritas por entonces y estas fechas casan bien con la 
evidencia interna de la dependencia de Apolonio en otras obras con respecto a Arquímedes, 
que murió ya anciano en 212. 


CÓNICAS PRECEDENTES A LAS DE APOLONIO 

El trabajo más importante de Apolonio se refiere a las secciones cónicas. La cuestión previa 
interesante que en este apartado examinaremos es la siguiente: ¿qué se sabía sobre cónicas 
antes de Apolonio? 
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Debido precisamente a la perfección de la obra de Apolonio, los tratados que sobre cónicas 
fueron escritos antes que el suyo, no han sido conservados. Se conocen noticias aisladas 
que se pueden encontrar en los escritores que describen el desarrollo de la geometría. 

Menecmo, hacia 350 a. de C., se ocupa del problema clásico de la duplicación del cubo 
(construir un cubo de doble volumen que otro dado), en cuya motivación y descripción no 
entraremos aquí. Redujo el problema al de la construcción de las dos medias proporcionales 
entre 2 y 1. En nuestro lenguaje, si encontramos x e y, tales que 

2:x = x:y = y:l 

entonces x 2 =2y, y 2 = x, y así x 3 = 2y 3 , es decir, el cubo de lado x es de volumen 
doble que el de lado y . 


En general, el problema de las dos medias proporcionales entre a y b consiste en 
hallar x e y , tales que 


a:x = x:y - y:b 


su resolución se reduce a hallar la intersección de la curva x 2 = ay con la curva xy = ab y 
es así como aparecen lo que nosotros llamamos parábola e hipérbola equilátera. 

Menecmo introduce estas curvas como secciones de un cono circular recto por un plano 
perpendicular a una generatriz. Por eso la parábola fue llamada, y con esta terminología 
aparece todavía en Arquímedes, sección de cono rectángulo (es decir, sección de un cono 
cuyo ángulo de apertura es recto, cortado por un plano perpendicular a una generatriz). La 
elipse era la sección de cono acutángulo y la hipérbola (hasta Apolonio, sólo se consideró 
una rama de ella) la sección de cono obtusángulo. 

El desarrollo de la teoría de las cónicas debió ser muy rápido pues ya hacia fines del siglo 
IV a. de C. existieron dos obras importantes. La primera es de Aristeo, el Libro de los 
lugares sólidos (lugares planos eran los que daban lugar a rectas y círculos; lugares 
sólidos , aquellos en los que aparecen las cónicas por intersección de cilindros y conos con 
planos; lugares lineales eran otras curvas de orden superior no reducibles a las anteriores, 
como la cuadratriz o la concoide). La segunda obra de interés, también perdida, fue de 
Euclides, en cuatro libros, cuyo contenido debió ser, en sus líneas fundamentales, el que se 
encuentra en los cuatro primeros libros de Las Cónicas de Apolonio, si bien menos general 
y menos sistemático. 

De este modo, al final del siglo IV, ya eran bien conocidas propiedades tales como la de la 
ordenada (ver figura 2) y también la de las asíntotas de la hipérbola (ver figura 3). 


21 



atuntts 'djl 'JíiSTonm iye las matemáticas 


VOL. 1, NO. 1, ENERO 2002 




Ahora, he aquí la forma sencilla como Menecmo pudo llegar a la propiedad que hoy 
expresamos como y 2 =2 px para la sección del cono rectángulo (parábola, ver figura 4). 



Arquímedes se especializó en propiedades de la parábola. Muchas de las que cita en sus 
obras las propone como del dominio público en su tiempo. Así la de la subnormal y el 
hecho de que si PV es un diámetro que biseca la cuerda QQ’ (ver figura 5) y si la tangente 
en Q interseca el diámetro en T entonces 


PV = PT. 
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LAS CÓNICAS DE APOLONIO 

Las circunstancias de la composición de la obra de Apolonio están explicadas por él mismo 
en su primer libro. Apolonio sabía mucho más de lo que hasta entonces se conocía y de un 
modo mucho mejor organizado. Por ello se decide a publicarlo. Él mismo, en este prólogo 
al libro primero, explica el contenido de la obra bien claramente. Los cuatro primeros libros 
constituyen una introducción elemental. Debían constituir materia probablemente ya 
sabida, pero no organizada como la propone Apolonio. A partir del libro V se exponen los 
hallazgos más importantes del mismo Apolonio. 

Su índice se puede proponer más o menos así: 

I. Modos de obtención y propiedades fundamentales de las cónicas. 

II. Diámetros, ejes y asíntotas. 

III. Teoremas notables y nuevos. Propiedades de los focos. 

IV. Número de puntos de intersección de cónicas. 

V. Segmentos de máxima y mínima distancia a las cónicas. Normal, evoluta, centro de 
curvatura. 

VI. Igualdad y semejanza de las secciones cónicas. Problema inverso: dada la cónica, 
hallar el cono. 

VII. Relaciones métricas sobre diámetros. 

VIII. Se desconoce su contenido. Tal vez teoremas y/o problemas sobre diámetros 
conjugados. 

A continuación examinaremos someramente algunos de los detalles más importantes de los 
diferentes libros, adelantando solamente que se considera, de modo unánime, el libro V 
como el mejor y más original de todos. 
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El libro I comienza con la generación del cono circular oblicuo de dos hojas que, 
seccionado por un plano, dará lugar a los diferentes tipos de cónicas. Apolonio había 
captado cómo esta consideración de un solo cono permite la obtención de las tres cónicas 
según la inclinación diversa del plano y además identificará la hipérbola como una curva 
con dos ramas. En estos puntos importantes se aparta de sus antecesores en el campo, 
logrando una visión más unitaria y mejor sistematizada del tema. Estudia las secciones 
circulares del cono, paralelas y antiparalelas a la base; introduce el parámetro p = 2b 2 ¡a, 
que llama lado recto ; establece las propiedades de ordenada y abscisa de las cónicas; 
considera el centro, ejes, diámetros conjugados, tangentes, ... y ataca el problema de la 
construcción de la cónica dados diversos elementos suyos. 

El libro II estudia fundamentalmente las propiedades de las asíntotas de la hipérbola. 
Caracteriza la asíntota OM por la distancia PM sobre la tangente, en función de OP y el 
parámetro correspondiente (ver figura 6). Estudia al final el problema importante siguiente: 
Trazar una tangente que forme un ángulo dado con el diámetro que pasa por el punto de 
contacto. 

El lenguaje de Apolonio es un lenguaje sintético, que utiliza a la perfección los viejos 
procedimientos pitagóricos de la aplicación de áreas. Los resultados, sin embargo, son 
fácilmente traducibles al lenguaje de la geometría analítica. Lo que resulta profundamente 
sorprendente y llamativo es que Apolonio sea capaz de llegar tan lejos sin asomo de 
utilización de los métodos avanzados de la geometría y del cálculo de los que nosotros 
disponemos. 



El libro III se dedica primero a estudiar las relaciones de triángulos y cuadriláteros 
determinados por tangentes y diámetros conjugados. Obtiene la relación armónica sobre los 
cuatro puntos determinados en una secante a la cónica que pasa por un punto, su polar y los 
dos de intersección de la secante con la cónica. 


24 




\J'(l \ U'S VT 3-ClSTORIJA VE LAS MATEMÁTICAS _ VOL.1 , A/0.7. ENERO 2002 

En la proposición 41 se establece cómo tres tangentes a la parábola se cortan en la misma 
razón y así resulta la parábola como envolvente de las rectas con esta propiedad. 

En la proposición 43 aparece la hipérbola como lugar de puntos tales que xy =constante, 
siendo x e y abscisa y ordenada respecto a los ejes constituidos por las asíntotas. 

Desde la proposición 45 hasta la 52 aparecen propiedades interesantes sobre los focos. 

En la proposición 45 se establece cómo desde un foco F se ve bajo un ángulo recto 
MF’M’ el segmento determinado por una tangente cualquiera entre las tangentes en A y 
A' (ver figura 7). 


La proposición 49 afirma esencialmente 
que la podaría del foco es el círculo de 
diámetro AA'en la elipse e hipérbola. La 
52 contiene lo que hoy solemos tomar a 
veces como definición de elipse 
4?F + PF' = 2a . Los focos, en 
Apolonio, son xa sk zr\g 7iapaPoA,q$- 

ysuq Osuxa oqpeia es decir, "los 
puntos que surgen de la aplicación" de 
áreas. 



El libro IV es de bastante menos valor. En él estudia el número de puntos de intersección de 
las cónicas. Es interesante desde un punto de vista lógico que de sus 57 proposiciones, las 
23 primeras se demuestran por reducción al absurdo. 

El libro V, que consta de 77 proposiciones es, con gran diferencia, el más sorprendente de 
todos. Se puede decir que en él Apolonio, 20 siglos antes que Huygens (en su Horologium 
Oscillatorium, de 1673), introduce ya, a su modo, con instrumentos puramente sintéticos, 
nociones tales como normal a una curva, evoluta, centro de curvatura, etc,., y que logra 
obtener estos elementos para las cónicas de la manera más rigurosa. 

La normal desde un punto exterior viene definida a través de la propiedad de máxima o 
mínima distancia desde el punto a la curva. Apolonio comienza por considerar el punto E 
sobre el eje principal tal que AE = p/2 (ver figura 8). Demuestra entonces que para 
cualquier punto P sobre la elipse se verifica PE 2 -- AE 2 +AN 2 y así está a distancia de E 
mayor que A. Por tanto AE es para E el segmento de distancia mínima desde £ a la 
elipse. Considera luego E en situaciones más generales y análogamente determina la 
normal desde E. 

Las proposiciones más llamativas de toda la obra son ciertamente la 51 y 52 de este libro 
quinto. En ellas consigue, ¡por procedimientos puramente sintéticos!, obtener la evoluta de 
las cónicas, es decir, el lugar geométrico de los centros de curvatura, mediante la 
determinación del número de normales distintas desde cada punto. Esto equivale a describir 
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sintéticamente las curvas que en el lenguaje de nuestra geometría analítica tendrían por 



ecuación 


27 py 2 =16 


,\ 3 


(parábola) 


CO + C>' 3 = ii 1 ±b 2 3 (elipse, hipérbola) 


En las proposiciones 55-63 obtiene las normales desde un punto exterior, reduciendo el 
problema a la determinación del pie de la normal sobre la cónica por intersección de ésta 
con una hipérbola equilátera asociada al punto exterior. 

En el libro VI, dedicado fundamentalmente a la igualdad y semejanza de cónicas, aparece el 
problema interesante siguiente: dada la cónica y dado un cono circular recto, hallar una 
sección del cono que sea igual a la cónica dada. Es llamativa la elegancia de la resolución 
de este problema. 

Las proposiciones del libro VII, nuevas en su mayor parte, como Apolonio mismo señala, 
contienen numerosas relaciones métricas entre diámetros conjugados, áreas, etc... 


OTRAS OBRAS DE APOLONIO 

Apolonio escribió unas cuantas obras más que se difundieron bastante en su entorno, una 
buena parte relativa a geometría, otras a campos de la física donde sus profundos 
conocimientos geométricos más pudieron aportar, como es el caso del estudio de la 
reflexión sobre espejos curvos; otras de astronomía, campo en el que Apolonio ejerció una 
notable influencia, siendo citado explícitamente por Tolomeo, autor del Almagesto 
(alrededor del año 140 d. de C.), como responsable de un importante teorema en la teoría de 
epiciclos. Pero parece cierto que las otras obras matemáticas de las que nos han llegado 
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noticias fueron de interés más bien puntual, a juzgar por el tipo de problemas que trataban. 
He aquí una descripción sucinta de cada una de ellas. 

La única obra, aparte de Las Cónicas, que ha sobrevivido hasta nuestros tiempos, tiene por 
título Sobre la sección ele la razón (/.oyou arcotopq) que fue conservada en árabe y 
traducida por Halley al latín en 1706. Halley había hecho el esfuerzo de aprender árabe a 
fin de ser capaz de leer esta obra de Apolonio. El problema principal se puede indicar de la 
forma siguiente (ver figura 9): 



Figura 9 

Dado el punto A, los puntos M, N, las dos rectas r y s que pasan respectivamente por 
M y N y dado el número a , trazar por A una recta t tal que PM / PQ = a. 

Es fácil para nosotros, mediante nuestra geometría analítica, ver cómo este problema se 
puede reducir a uno acerca de intersección de cónicas y así es sencillo imaginar cómo pudo 
proceder Apolonio en éste y otros problemas semejantes con suma facilidad, gracias a sus 
conocimientos sobre cónicas. 

Otra obra, ésta perdida, se titula Sobre la sección del área (xcopiou aTioxopq). El 
problema tratado era como el anterior, salvo que ahora debería ser MP ■ NQ = a. 

El tratado sobre la Sección determinada (ó/yopiopquq xopq) consistía en lo siguiente (ver 
figura 10): Dados cuatro puntos sobre la recta A, B, C y D, y el número a, 
determinar otro punto P sobre la misma recta tal que 

= a 

PB.PD 


A 


B 


Figura 10 

27 


C 


D 




J1 TLLNTFS VT .'HISTORICA 1YE LJAS MATEMÁTICAS _ VOL.1 , A/0.7. ENERO 2002 

La obra titulada Tangencias (Ercotxpou) se hizo especialmente famosa a lo largo de la 
historia por contener lo que se vino a llamar el Problema de Apolonio. Dados tres 
elementos, cada uno de los cuales puede ser un punto, una recta o una circunferencia, se 
pide hallar una circunferencia que sea tangente a ellos (pase por ellos en el caso de 
puntos). El caso más complicado, dadas tres circunferencias hallar otra tangente a las tres, 
es el mencionado problema de Apolonio. No conociéndose exactamente la solución de 
Apolonio, esta cuestión interesó vivamente a muchos matemáticos famosos, entre ellos 
Vieta, Descartes, Newton, Euler, Poncelet,... El problema tratado en la obra sobre 
Inclinaciones (usoasi^) se puede proponer en general como sigue (ver figura 11): Dado 
un punto A, dos curvas r y s, y la longitud p, hallar una recta t que pase por A tal que 
MN = p. 



El tratado sobre Lugares planos (tottoi smTtsóoi) estudia condiciones que conducen a 
rectas y círculos como lugares geométricos. 

De estos tratados, se conocen algunas referencias sobre su contenido a través de las noticias 
que proporciona Pappus (siglo IV d. de C.), quien debió tener ante sus ojos las obras de 
Apolonio o al menos algún catálogo más extenso. Hay aún otras obras que menciona cuyo 
contenido es más oscuro. Una especie de Arenario, al estilo del de Arquímedes, con 
técnicas para manejar números grandes. Un tratado Sobre la hélice, otro Sobre el 
dodecaedro y el icosaedro, en el que aparece la igualdad de las apotemas de los dos 
poliedros regulares inscritos en la misma esfera, lo que conduce de modo directo a una fácil 
comparación de volúmenes (mayor para el dodecaedro, contra lo que una primera intuición 
podría sospechar). 

Pappus menciona también un Tratado general (kgcOoAou Ttpaypapsia) en el que podría 
haber observaciones sistemáticas de tipo axiomático relativas a los fundamentos de la 
geometría. Existe también una oscura alusión a un tratado Sobre los irracionales 
desordenados (-n;spi too arate roto aLoycou) que tal vez podría consistir en 
consideraciones que extendían, no se sabe bien en qué dirección, el contenido del libro X 
de los Elementos de Euclides. 
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Pappus cita también un trabajo sobre Cálculo rápido (cokuxokiou) que debiera referirse al 
cálculo aproximado de n. También se nombran en el catálogo de Pappus dos trabajos de 
óptica, Sobre el espejo cáustico (7ispi xormopsiou) y A los catrópticos (7ipos xous 
KaxpOTixKOU g ) en los que sin duda los conocimientos geométricos de Apolonio se ponían 
en acción con gran ventaja. 


LA HUELLA DE APOLONIO 

La influencia de Apolonio en los geómetras griegos y árabes fue muy profunda. No en vano 
Apolonio fue llamado El Geómetra de la Antigüedad. Sobre porciones más o menos 
extensas de su obra escribieron comentarios Pappus (s. IV d. de C.) Serenus Antissensis 
(IV), Hyppathia (V), Eutoquio (VI), Abalphat de Ispahan (X), Abdomelek de Chiraz 
(XIII),... 

La obra de Apolonio comienza a filtrarse lentamente hacia Occidente por vía de la 
matemática árabe. Vitelio, monje polaco establecido en Italia, escribe en 1260 un tratado de 
óptica, que en el fondo es un comentario al tratado de óptica del árabe Al-Hazen, que 
residió en la península ibérica en el siglo XI, y en el que se contienen diversas 
proposiciones geométricas de Apolonio. 

El primer texto griego de Las Cónicas que aparece en Occidente es el que Francisco Filelfo, 
nacido en Tolentino en 1398, se trajo de Constantinopla a Venecia en 1427. 

La primera versión al latín de los cuatro primeros libros de Las Cónicas fue realizada por el 
matemático Juan Bautista Memo, en Venecia. Revela grandes lagunas en el conocimiento 
del griego, pero a pesar de ello, al morir Juan Bautista, un sobrino suyo, Juan María Memo, 
editó la obra en 1537. 

En 1566, en Bolonia, Federico Commandino publica una segunda traducción, mucho 
mejor, de los cuatro primeros libros, basada sobre los textos griegos, y acompañada de los 
lemas de Pappus, del comentario de Eutoquio y de dos libros sobre cónicas de Serenus 
Antissensis. Una segunda edición de esta obra fue impresa en París en 1626. 

En 1655 aparece publicado un exponente de lo que constituía el ejercicio de moda en ese 
tiempo, la reconstrucción conjetural de las obras perdidas de los clásicos. El Padre Claude 
Richard publica en Amberes un comentario de los cuatro primeros libros sobre las cónicas 
de Apolonio, basado en los textos de Memo y Commandino, seguido de otros cuatro libros 
que, a juicio del P. Richard, pretendían reconstruir el contenido de los cuatro libros de 
Apolonio desconocidos entonces en Occidente. 

En 1675 Isaac Barrow, el maestro de Newton en Cambridge, publicó en Londres un manual 
de geometría en que condensaba los cuatro primeros libros de Apolonio, además de otras 
obras de Arquímedes y de Teodosio. 
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A partir de 1629 comienzan a conocerse en Occidente los primeros manuscritos árabes de 
la obra de Apolonio, que contenían más libros que los hasta entonces conocidos, a través de 
Golius, profesor de lenguas orientales en Leyden. El Padre Mersenne se hace eco de ello en 
una obra en 1644. Golius los trajo consigo a Holanda, después de un viaje por el Pronio, y 
en principio planeó traducirlos y publicarlos. No se sabe bien por qué no llevó a cabo su 
proyecto ni por qué su colección se dispersó después de su muerte. 

Mientras el geómetra Viviani, en 1658, se ocupaba de reconstruir conjeturalmente el 
contenido de los cuatro libros desconocidos de Apolonio, otro geómetra italiano, Borelli, 
encontró en la biblioteca de los Médicis, en Florencia, un manuscrito árabe, probablemente 
de la colección de Golius, que contenía los libros V, VI y VII de Las Cónicas , en una 
versión resumida y más o menos retocada por el matemático persa Abalphat de Ispahan, en 
994. Viviani logró que Borelli no publicase tal hallazgo sino después de que él hubiese 
publicado su reconstrucción, lo que hizo en 1659. Como se pudo ver después, la 
reconstrucción del libro V de Viviani fue de un acierto sorprendente y extendía el campo de 
Apolonio considerablemente. 

Borelli por su parte hizo traducir el libro de Abalphat al latín y lo publicó con numerosos 
comentarios en Florencia en 1661. 

Otro manuscrito árabe que contenía una versión abreviada de los mismos libros de Las 
Cónicas, comentada por el geómetra persa Abdolmelek de Chiraz en 1250, fue adquirida en 
1641 por el orientalista alemán Christian Rau. Este lo tradujo al latín y lo publicó en Kiel 
en 1669. 

Fa primera versión completa en árabe de los libros V, VI, VII, aparece públicamente en 
Occidente al comienzo del siglo XVII en Irlanda, en un manuscrito que los herederos de 
Golius habían vendido al obispo de Armach (Codex Armachanus). Se trataba de una 
traducción del griego al árabe realizada en el siglo IX por Thabit ben Kurra, en Bagdad. 

Fa edición príncipe de Las Cónicas se debe al entusiasmo de Edmond Halley (1656-1742), 
el gran impulsor del trabajo de Newton, a quien convenció para que escribiese los Principia 
que posteriormente él mismo hizo imprimir con los costos a su cargo, en 1687. 

En 1704 Halley sustituyó a Gregory como profesor de geometría en Oxford. Gregory había 
traducido los Elementos de Euclides y en 1703 los había publicado en latín y griego. El y 
Halley se habían propuesto traducir y publicar los siete libros de las Cónicas de Apolonio. 
Con tal fin Halley decidió aprender árabe. En 1706 publica Halley el tratado de Apolonio 
sobre la sección de la razón. Muerto Gregory, Halley emprende en solitario la conclusión 
de la publicación de los siete libros conservados de las Cónicas y en 1710 aparece la obra 
en una impecable presentación. Se compone de tres partes. 

La primera contiene el texto griego de los cuatro primeros libros, publicado (en griego) por 
vez primera, junto con la versión latina de Commandino más o menos corregida, con los 
textos griegos de los lemas de Pappus y con el comentario de Eutoquio, todos los textos 
griegos acompañados de sus versiones en latín. 
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La segunda parte comprende la traducción latina de los libros V, VI, VII, basada sobre la 
versión árabe de Thabit ben Kurra, seguida del texto griego de los lemas de Pappus 
relativos a estos tres libros y una reconstrucción conjetural del libro VIII hecha por Halley 
mismo. 

La tercera parte contenía el texto griego y una versión latina de los dos libros de Serenus 
Antissensis sobre la sección del cilindro y del cono. 


En 1893 apareció la edición crítica del texto griego de los cuatro primeros libros realizada 
por Heiberg en Copenhague. 

La única traducción completa de Las Cónicas a una lengua romance, el francés, fue 
publicada en Brujas en 1923, realizada por Paul Ver Eecke. Tal versión está precedida por 
un extenso comentario sobre lo que acerca de Apolonio se conoce hoy día, así como sobre 
la huella de su obra a lo largo de la historia. 
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LA GEOMETRÍA ANALÍTICA 
DE DESCARTES Y FERMAT: ¿ Y APOLONIO? 

Víctor M. Hernández L. 


Resumen 

En este escrito se retoman algunos antecedentes históricos y prehistóricos de 
la Geometría Analítica como tal, con el propósito de mostrar cierta evidencia 
de que, sin importar la magnitud y lo novedoso de un aspecto o rama de la 
matemática, el reconocimiento social de su autoría es más bien: una 
asignación que reconoce las aportaciones que sintetizan la convergencia, en 
una época determinada, de diversas corrientes y recursos del pensamiento 
matemático, que el desconocimiento o negación de aquellos precursores, 
cercanos y lejanos, que le dieron lugar. 

El que Apolonio, el más grande geómetra de la antigüedad, “fallara” en 
desarrollar la geometría analítica fue probablemente más el producto de la 
inexperiencia de la cultura antigua en una diversidad de curvas (se conocían 
escasamente unas doce) y de la pesada herramienta retórica de que se 
disponía; en cambio, las aportaciones “modernas” a la Geometría Analítica 
tuvieron a su disposición toda el álgebra renacentista. 


INTRODUCCIÓN 

Sin lugar a dudas, puede afirmarse que muy pocos aspectos o ramas de las matemáticas 
pueden asignarse al trabajo de un único individuo. La Geometría Analítica “de Descartes y 
Fermat” no fue la excepción a esto, es decir, no fue un producto exclusivo de sus 
investigaciones, sino más bien, la síntesis de varias tendencias matemáticas convergentes 
en los siglos XVI y XVII. Entre los autores que contribuyeron a las tendencias citadas 
pueden contarse Apolonio, Oresme, Vieta y muchos otros matemáticos. 

Resulta de particular interés, por su magnitud e importancia, el trabajo de Apolonio (262 - 
190 a. de C.), Las Cónicas 1 , en el que ya se advierten, respecto al uso de coordenadas, 
muchos aspectos tan similares a los acercamientos modernos, tanto que, en algunas 
ocasiones, es juzgado como una geometría analítica que se anticipó a aquella de Descartes 
y Fermat por 1800 años, en la que se identifican formas retóricas de las ecuaciones de las 
curvas establecidas por Apolonio como relaciones entre las abscisas y las ordenadas. Las 
abscisas y las ordenadas de la época eran aplicaciones de líneas de referencia en general, y 
de un diámetro y una tangente en sus extremos en particular, lo que no hace diferencias 
esenciales con un marco coordenado rectangular, o más generalmente, oblicuo. En este 
sistema de referencia, las distancias medidas a lo largo del diámetro desde el punto de 
tangencia son las abscisas, y los segmentos paralelos a la tangente e intersecados entre el 
eje y la curva son las ordenadas. Sin embargo, el álgebra geométrica Griega no tenía 


1 Para una referencia más extensa ver: Boyer, Cari B., A History of Mathematics. Segunda Edición. Cap. 9. John Wiley & 
Sons. USA. 1991. 
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magnitudes negativas y, aún más, el sistema coordenado en cada caso era construido a 
posteriori con el fin de estudiar las propiedades de una curva dada y no a priori para 
propósitos de representación gráfica de una ecuación o relación expresada, ya fuera 
retórica o simbólicamente. 


LA GEOMETRÍA ANALÍTICA DE DESCARTES Y FERMAT 2 

El paso final en la preparación para las nuevas matemáticas infinitesimales, y aquel que 
tuvo más posibilidades para la investigación, fue el desarrollo de la geometría por René 
Descartes (1596 - 1650) y Pierre de Fermat (1601 - 1665). La Geometría de Descartes fue 
publicada en 1637 como uno de tres apéndices de su Discurso del Método / para conducir 
bien la razón, y buscar / la Verdad en las ciencias. / Además / La Dióptica / Los Meteoros / 
y /la Geometría /que son ensayos de este Método " . 

En el mismo año, Fermat envió a sus corresponsales en París su Introducción a los Lugares 
Planos y Sólidos. Estos dos ensayos establecieron los fundamentos para la geometría 
analítica. Sin embargo, aunque el trabajo de Fermat fue más sistemático en algunos 
aspectos, no fue publicado de hecho sino hasta 1679, después de su muerte, y por esta razón 
hoy hablamos de la geometría cartesiana en lugar de la geometría fermatiana. 

La idea central de la geometría analítica es la correspondencia entre una ecuación 
f(x, y) = 0 y el lugar (generalmente una curva) consistente de todos aquellos puntos cuyas 
coordenadas (x, y) relativas a dos ejes fijos perpendiculares satisfacen la ecuación. De 
hecho, ni Descartes ni Fermat usaron sistemáticamente dos ejes de coordenadas en la forma 
estándar actual. Lo más cercano a ello viene indicado en el 
principio guía de Fermat: 

Cuando encontremos dos cantidades conocidas 
en una ecuación, tenemos un lugar geométrico, 
la extremidad de una de éstas describe una 
línea, recta o curva. 

Para Fermat (tanto como para Descartes) las dos cantidades 
desconocidas en una ecuación eran segmentos lineales más 
que números. Uno de éstos era medido a la derecha desde un punto de referencia sobre un 
eje horizontal, y el segundo era localizado con una ordenada vertical sobre el extremo del 
primero. El principio de Fermat afirma entonces que el punto terminal de la ordenada 
describe la curva correspondiente a la ecuación dada. La práctica general de Descartes fue 
similar, de tal manera que ambos, de hecho, dieron con la "geometría ordenada" en lugar de 
la geometría co-ordenada.Fermat se adhirió a la notación algebraica de Vieta, y designó a 
sus variables como A y E en lugar de x y y. Sin embargo, Descartes usó totalmente la 
notación estándar actual (o, más precisamente, nosotros usamos la notación de Descartes), 
con la simple excepción de que él escribía en lugar de = para la igualdad. Estandarizó 

2 Tomado de: Edwards, C.H., The Historical Development of Calculus. Pp. 95-97. Springer-Verlag. 1979.USA. 

3 Este es el título que dan las traducciones españolas. Quizás fuera mejor "nuestra razón" en vez de "la razón", pues 
Descartes dice "... pour bien conduire sa raison" y no "la raison". 
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la notación exponencial para las potencias e inició la práctica común de usar letras cerca del 
inicio del alfabeto para los parámetros y aquellas cerca del final para las variables. 

La intención de ambos, Descartes y Fermat, fue aplicar los métodos del álgebra renacentista 
a la solución de los problemas en geometría. Descartes establece el plan como sigue 4 5 : 


Si entonces, deseamos resolver algún problema, primero suponemos que ya 
disponemos del problema y damos nombre a todas las líneas que parecen 
ser necesarias para su construcción, tanto a aquellas que son desconocidas 
como a las conocidas. Entonces, sin hacer distinción entre las líneas 
conocidas y desconocidas debemos desembrollar la dificultad en cualquier 
manera que muestre más naturalmente las relaciones entre esas líneas, 
hasta que nos sea posible expresar una cantidad de dos formas. Esto 
constituirá una ecuación, ya que los términos de una de esas dos 
expresiones es en conjunto Igual a los términos de la otra. 


Descartes empezó con un problema geométrico, que comúnmente involucraba una curva 
dada, y la definía tanto como un lugar geométrico estático a la manera de los griegos como 
en términos de un movimiento continuo uniforme (como la espiral de Arquímedes). Su 
procedimiento fue trasladar un problema geométrico al lenguaje de una ecuación 
algebraica, luego simplificarla y finalmente resolver esta ecuación. 

La primera referencia del Método de Descartes se encuentra en una carta de Constantino 
Huygens a Descartes, de octubre de 1635, donde aquél le manifiesta su satisfacción por 
haberse decidido a publicar la Dióptrica y le aconseja sobre la mejor manera de hacer la 
figura y de imprimirla. 

En la portada de su libro: Discurso del Método /para conducir bien la razón, y buscar / la 
Verdad en las ciencias. / Además / La Dióptica / Los Meteoros / y / la Geometría / que son 
ensayos de este Método " no figura el nombre del autor, omisión voluntaria que obedecía al 
propósito, como después dijo el propio Descartes, de conocer mejor las opiniones y las 
críticas. 

La parte menos discutida en su época fue la Geometría, sin duda porque, como dice el autor 
no ignorarlo, ella tendría un pequeño número de lectores, pues debían ser personas que no 
solamente estuviesen al corriente de todo lo que se sabía de Geometría y de Álgebra, sino 
que debían ser, además, "laboriosos, ingeniosos el atientos". 


LA GEOMETRÍA DE DESCARTES 


El Libro Primero de la Geometría 5 trata de los Problemas que pueden resolverse sin 
emplear más que círculos y líneas rectas. 


4 D.E. Smith y M.L. Latham, The Geometry of Rene Descartes. Chicago: Open Court, 1925 (Dover reprint). 

5 La Geometría está formada por tres libros y es algo más breve que los otros dos agregados al Discurso ; abarca en la 
edición original 120 páginas, con 48 figuras, aunque son diferentes 30, pues se repite la impresión cuando vuelve a referirse 
a una de ellas. 
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El Libro Segundo se titula De la naturaleza de las líneas curras. Trata especialmente de las 
de grado superior y, sobre todo, de la construcción y propiedades de tangentes y normales, 
líneas éstas cuya importancia deriva de los problemas de la reflexión de la luz sobre las 
superficies curvas. 

El Libro Tercero está dedicado a los problemas sólidos o supersólidos, lo cual lo lleva al 
estudio de la resolución de ecuaciones, discusión de sus raíces, y relaciones entre los 
coeficientes. Muestra que una ecuación puede tener tantas raíces como dimensiones tiene el 
grado, y da luego su famosa regla de los signos. Por último, trata los célebres problemas de 
3er grado: la trisección del ángulo y la duplicación del cubo y señala que a ellos puede 
reducirse cualquier otro problema de 3er grado. 

En su Libro Primero, Descartes escribe 6 : 

LIBRO PRIMERO 

De los problemas que se pueden construir sin 

emplear más que círculos y líneas rectas. 

Todos los problemas de Geometría pueden reducirse 
fácilmente a tales términos, que no es necesario conocer 
de antemano más que la longitud de algunas líneas rectas 
para construirlos. 

Cómo el cálculo de la aritmética se relaciona con las 
Operaciones de geometría. 

Y así como la aritmética no comprende más que cuatro o 
cinco operaciones, que son la adición, la sustracción, la 
multiplicación, la división y la extracción de raíces, que 
pueden tomarse como una especie de división, así también 
no hay otra cosa que hacer en geometría, respecto a las 
líneas que se buscan, para prepararlas a ser conocidas, que 
agregarles o quitarles otras, o bien, teniendo una, que 
llamaré la unidad para relacionarla lo más posible con los 
números, y que ordinariamente puede ser tomada a 
discreción, y teniendo luego otras dos, encontrar una 
cuarta que sea a una de esas dos, como la otra es a la 
unidad, que es lo mismo que la multiplicación; o bien 
encontrar una cuarta que sea a una de esas dos como la 
unidad es a la otra, lo que es lo mismo que la división; o, 
en fin, encontrar una, dos, o varias medias proporcionales 
entre la unidad y alguna otra línea, lo que es lo mismo que 
extraer la raíz cuadrada, o cúbica, etc. Y yo no temeré 
introducir estos términos de aritmética en la geometría, a 
fin de hacerme más inteligible. 

La multiplicación. 

Sea, por ejemplo, AB la unidad, y que deba multiplicarse 
BD por BC; no tengo más que unir los puntos A y C, 
luego 


6 Transcripción parcial de: Descartes, LA GEOMETRÍA . Traducida por Pedro Rossell Soler. Profesor de la Universidad de 
Buenos Aires. Espasa - Calpe. Argentina. S.A. Buenos Aires - México. 1947. P. 49 - 60 
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trazar DE paralela a CA, y BE es el producto de esta 
multiplicación. 

La división 


O bien, si deben dividirse BE por BD, habiendo unido los 
puntos E y D, se traza AC paralela a DE y BC es el 
resultado de esa división. 

La extracción de la raíz cuadrada. 


O, si hay que extraer la raíz cuadrada de GH, se le agrega 
en línea recta FG, que es la unidad y dividiendo FH en dos 
partes iguales por el punto K, con ese punto como centro 
se traza el 


I 



círculo FIH; luego elevando desde el punto G una línea 
recta, con ángulos rectos sobre FH, hasta I, es GI la raíz 
buscada. No digo nada aquí de la raíz cúbica, ni de las 
otras, pues de ellas trataré más detalladamente más 
adelante. 


Cómo pueden emplearse letras en geometría. 

Pero a menudo no hay necesidad de trazar esas líneas 
sobre el papel y basta con designarlas por ciertas letras, 
una sola para cada línea. Así, para sumar la línea BD a la 
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GH, designo a la una a y a la otra b y escribo a + b ; y a - 
b para restar b de a; y a b para multiplicar la una por la 

a 2 

otra; y — para dividir a por b\ y aa o a para 
b 

3 

multiplicar a por sí misma; y a para multiplicar otra vez 
por a , y así al infinito; y V Cl~ + b~ para extraer la raíz 

cuadrada de fl" + b 2 y - \lc.a 3 -b 3 +abb para extraer 
la raíz cúbica de a 3 —b 3 +abb y así otras. 


Termina este apartado dando algunas indicaciones acerca de las precauciones a tomar para 
no perder de vista los nombres y las asignaciones de éstos con las líneas, para luego 
abordar: 


Cómo se llega a las ecuaciones que sirven para resolver 
los problemas. 

Así, si se quiere resolver algún problema, debe de 
antemano considerarse como ya hecho, y dar nombre a 
todas las líneas que parecen necesarias para construirlo, 
tanto a las que son desconocidas como a las otras. Luego, 
sin considerar ninguna diferencia entre estas líneas 
conocidas y desconocidas, se debe examinar la dificultad 
según el orden que se presente como más natural de todos, 
en la forma como aquellas líneas dependen mutuamente 
las unas de las otras, hasta que se haya encontrado la 
manera de expresar una misma cantidad de dos maneras: 
lo que se denomina una ecuación, pues [el resultado de] 
los términos de una de esas dos formas son iguales a los de 
la otra. ... 


Cuáles son los problemas planos. 

Si este puede ser resuelto por la geometría ordinaria, es 
decir, sin servirse más que de líneas rectas y circulares 
trazadas sobre una superficie plana, cuando la última 
ecuación haya sido enteramente desarrollada, no quedará, 
al fin, más que un cuadrado desconocido, igual a lo que 
resulta de la adición, o sustracción, de su raíz multiplicada 
por alguna cantidad conocida [coeficiente], más alguna 
otra cantidad también conocida [término independiente]. 


Cómo se resuelven. 

Y entonces ésta raíz o línea desconocida, se encuentra 
fácilmente. Si se tiene, por ejemplo 

z 2 = az + bb 

construyo el triángulo rectángulo NLM, cuyo lado LM es 
igual a h. raíz cuadrada de la cantidad conocida b , y el 
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1 

otro LN es — a , la mitad de la otra cantidad conocida, 

2 

que está multiplicada por z, que supongo ser la línea 
desconocida. Luego, prolongando MN, base de ese 
triángulo, hasta O, de modo que NO sea igual a 



NL, la línea total OM es z, la línea buscada; ella se expresa 



Si se tuviera 

y y =-a y + b 

e y fuera la cantidad que debe encontrarse, se construye el 
mismo triángulo rectángulo NLM y de la base MN se 
quita NP, igual a NL; el resto PM es y, la raíz buscada. De 
modo que tengo 

1 f 1 rr 

Z = —a + , —aa + bb . 

2 V 4 

Y lo mismo, si tuviera 

4 2 1 2 

x = —ax + b 
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X = 


J-— a+J—aa+bb 

v 2 V 4 


y así otros casos. 
En fin, si tuviera 


Z 2 =a z-bb 

1 

se hace NL igual a — U , y LM igual a b, como 

anteriormente; luego, en vez de unir los puntos M y N, se 
traza MQR paralela a LN y trazando un círculo con centro 
en N y que pase por L la cortará en los puntos Q y R; la 
línea buscada z es MQ, o bien MR, pues en este caso ella 
se expresa de dos maneras, a saber: 


y 


1 1 

z — — a +. — cía-b b 
2 V 4 


Z = ~— a —, — a a — b b 

2 V 4 


Y si el círculo que tiene su centro en N y para por el punto 
L no corta ni toca la línea recta MQR, no hay ninguna raíz 
de la ecuación, de manera que puede asegurarse que la 
construcción del problema propuesto es imposible. 

Por otra parte, estas mismas raíces se pueden encontrar por 
una infinidad de otros medios y he indicado aquí 
solamente esos muy simples, a fin de mostrar que se 
pueden construir todos los problemas de la geometría 
ordinaria, sin hacer más que lo poco que está comprendido 
en las cuatro figuras que he explicado. No creo que los 
antiguos lo hayan observado; pues en tal caso ellos no 
hubieran escrito libros tan voluminosos en que el solo 
orden de las proposiciones nos muestra que no poseían el 
verdadero método para resolverlas todas, sino que 
solamente han recopilado las que habían resuelto. 


A continuación, Descartes da cuenta de su solución al problema de Pappus que resolvió en 
1632, problema que le había sido propuesto por Golius para que mostrara la aplicación del 
método que había descubierto y cuya solución resultó ser la piedra de toque del método 
Cartesiano. El enunciado le fue dado en latín, reproduciéndolo de la traducción de 

y 

Commandino de las obras de Pappus, el que en términos modernos puede enunciarse 
como sigue: 


7 Pappi Alexandrini mathematicae collectiones a Federico Commandino Urbinate in lantinum conversae et commentariis 
illustratae. Pisa, 1588; Venecia, 1589. 
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Dadas 2 n rectas, encontrar el lugar de los puntos tales que el producto 
de sus distancias, bajo ángulos dados, a n de esas rectas está en una 
relación dada con el producto de las distancias, bajo ángulos también 
dados, a las otras n rectas. 

En su solución, Descartes no describe todos los casos posibles porque, según lo dice al P. 
Mersenne en su carta del 31 de marzo de 1638, hace como los arquitectos que sólo indican 
lo que se debe hacer, dejando el trabajo manual a los albañiles y carpinteros. 


DESCARTES Y FERMAT 

Así pues, mientras que Descartes comúnmente empezaba con una curva y derivaba su 
ecuación algebraica, Fermat comenzaba con una ecuación algebraica y derivaba de ella las 
propiedades geométricas de la curva correspondiente. Por ejemplo, él comenzó con la 
ecuación de segundo grado en dos variables: 

ax 1 + bxy + cy 2 + dx + ey + / = 0 

mostrando mediante técnicas de traslación y rotación que su lugar geométrico es una 
sección cónica (excepto para casos degenerados), y clasificó la variedad de casos de esa 
ecuación como elipse, hipérbola o parábola. Una discusión de este trabajo puede 

o 

encontrarse en el capítulo 3 de Mahoney, la Biografía Matemática de Fermat . 


Así, los trabajos de Descartes y Fermat tomaron juntos, acompasadamente, los dos aspectos 
complementarios de la geometría analítica - estudiando ecuaciones a través del significado 
de las curvas y estudiando curvas definidas por ecuaciones. Una característica común e 
importante de su trabajo en geometría analítica fue su concentración en ecuaciones 
indeterminadas que involucraban variables continuas. Vieta, por ejemplo, había estudiado 
solamente ecuaciones determinadas en las cuales la "variable", aunque desconocida, es de 
hecho una constante fija a ser encontrada. 


Fa noción de variable, como en principio enfatizaron Descartes y Fermat, fue indispensable 
para el desarrollo del cálculo - una materia que difícilmente puede ser discutida excepto en 
términos de variables continuas. Más aún, la geometría analítica dio cabida a un vasto 
territorio virgen de curvas nuevas para ser estudiadas y se convirtió en acicate para la 
invención de técnicas algorítmicas que permitieran su investigación sistemática. Mientras 
que los geómetras griegos habían sufrido por la escasez de curvas conocidas, ahora una 
nueva curva podía ser introducida por el simple acto de escribir una nueva ecuación. En 
este sentido, la geometría analítica proveyó tanto un campo más amplio para manejar las 
técnicas infinitesimales del siglo XVII, como la maquinaria técnica necesaria para su 
elucidación. 


8 M.S. Mahoney. The Mathematical Career of Pierre De Fermat. Princeton, N.J.: Princeton University Press. 1973. Chapters 
II, III. 
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POSICIÓN Y VALOR DE LA GEOMETRÍA DE DESCARTES 


POSICIÓN Y VALOR DE LA GEOMETRÍA 
DE DESCARTES 9 

La aplicación del cálculo a la geometría, para el estudio de 
las propiedades de las figuras y la solución de los 
problemas de ellas derivados, fue empleado por los 
matemáticos desde los tiempos más remotos, pero al 
principio sólo para determinar longitudes, áreas y 
volúmenes o establecer proporciones entre ellos. 

La escuela de Platón sistematizó el raciocinio en las 
matemáticas, señalando normas para abordar la solución 
de los problemas y dio jerarquía a esa ciencia. Pero es en 
los Elementos de Euclides donde se encuentra tratada en 
forma gráfica la resolución de las ecuaciones de 2 o grado y 
luego un intento de representación de las cantidades 
racionales y de las irracionales; también se muestra que la 
inconmensurabilidad de la relación entre el lado y la 
diagonal del cuadrado no es motivo para rechazar de las 
matemáticas esas últimas cantidades. En los Porismas, 
parece que se consideraban las secciones cónicas como 
lugares de puntos que respondían a condiciones 
determinadas. 

Arquímedes avanzó en el estudio de los cuerpos, tratando 
los "conoides" y los "esferoides" (paraboloide y elipsoide), 
así como nuevas curvas, principalmente las espirales, y 
creando, puede decirse, el método de los isoperímetros, 
por lo que debe considerársele como vidente lejano de la 
geometría infinitesimal. 

En Apolonio, el insigne geómetra de Pérgamo, que vivió 
tres siglos antes de Cristo, se encuentra en su gran obra 
sobre las Secciones cónicas, y en su tratado sobre los 
Lugares planos, un estudio racional de verdadera 
geometría. Apolonio distinguió las tres variedades de 
curvas y les dio los nombres de parábola, elipse e 
hipérbola, obtenidas todas con planos que cortaban un 
cono de rotación, con inclinación igual, menor o mayor 
que la del cono, encontrando que en el primer caso el 
cuadrado de la cuerda es proporcional a su distancia al 

vértice de la cuerda ( y “ = 2p ■ X ) y en los otros casos, la 
cuerda presenta defecto o exceso sobre aquel valor 
( y 2 =2 p ■ X + C ■ X 1 ). Fue el primero en considerar las 
dos napas del cono, señalando que las dos ramas de la 
hipérbola son partes de una misma curva. Además 
descubrió las secciones circulares de un cono que no es de 
rotación; la constancia de la suma o diferencia de las 
distancias de un punto de las curvas a dos puntos fijos 
(focos), y la relación del diámetro con las cuerdas que 

9 Trascripción parcial de: Descartes. , LA GEOMETRÍA . Traducida por Pedro Rossell Soler. Profesor de la Universidad de 

Buenos Aires. Espasa - Calpe. Argentina. S.A. Buenos Aires - México. 1947. P. 49 - 60 
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divide por mitad, direcciones que llamó conjugadas, 
dando la expresión del cuadrado de dicha semicuerda en 
proporción constante con el producto de los segmentos en 
que el diámetro queda dividido: a estos segmentos los 
llamó abscisas y a la semicuerda, ordenada. 

Como se ve, Apolonio puede ser considerado el verdadero 
precursor de la geometría analítica, y Zeuthen, en su 
estudio sobre las Secciones cónicas en la antigüedad, 
piensa que muchas de las propiedades de esas curvas 
debieron ser encontradas por Apolonio por medio del 
sistema de coordenadas, pero que las demostraciones 
fueron después transformadas según los métodos 
geométricos de entonces. 

La obra de Apolonio es el fundamento de la teoría 
moderna de las cónicas. 

Más de cinco siglos después, en el III de la era cristiana, 
aparece Pappus, cuya obra es una recopilación cuidadosa y 
ordenada de la escrita por sus antecesores, pero con el 
agregado de muchas proposiciones nuevas, algunas 
dejadas sin resolver, como el problema famoso que dio 
motivo a la solución de Descartes 10 . 

Hasta la época del renacimiento, el desarrollo de la 
matemática no presenta aspectos nuevos, y el tratamiento 
de los problemas responde a los principios de la geometría 
griega. Merece señalarse, no obstante, la concepción de 
Nicolás Oresme, erudito del siglo XIV, que se ocupó, 
entre otras cosas, de matemáticas y quien, para estudiar 
ciertas figuras geométricas, relacionaba las posiciones de 
los puntos con líneas fijas, por analogía con la longitud y 
la latitud para los puntos de la tierra. 

En época algo anterior a la de Descartes, la figura 
descollante es Vieta (1540-1603), quien introdujo 
indiscutibles progresos en álgebra y en trigonometría, a la 
vez que la aplicación, en geometría, para la solución de 
muchos problemas, de los recursos de las otras ramas. A él 
se deben el estudio de los triángulos esféricos, la 
resolución gráfica de algunas ecuaciones de 3er grado, la 
determinación del círculo tangente a otros tres y otras 
cuestiones relacionadas con éstas. 

Descartes seguramente no conoció la obra de Vieta hasta 
después de su salida del colegio, por ser su autor 
protestante y por haberla publicado en edición muy 
reducida y sólo difundida entre los amigos; bien puede 
creerse a Descartes cuando afirma que mientras estuvo en 
Francia "no la conoció ni por las tapas". Poco después de 
haber dado la solución del problema de Pappus, Mersenne 
le envió un ejemplar de la Logística Speciosa, a lo cual 
Descartes le manifiesta "que no ha encontrado en ella nada 


10 Hay otro problema llamado también de Pappus, que se refiere al trazado de un segmento de longitud dada, apoyando 
sobre los lados de un ángulo y que debe pasar por un punto dado, situado sobre la bisectriz de dicho ángulo. Hay un libro 
de A. Maroger (Ed. Vulbert) que recopila cien soluciones diferentes de este problema. 
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de utilidad ni cree que nadie pueda aprender allí, no ya a 
resolver todos los problemas, ni siquiera ciertos problemas 
bien sencillos". Sin duda, le habrá desagradado el estilo 
confuso y complicado, el lenguaje, mezcla de palabras 
griegas y latinas y las notaciones, del sistema cósico pero 
con agregados raros y especiales que inventaba Vieta y 
que hicieron decir a Vasset, traductor al francés de algunas 
de sus memorias, "que se necesitaba otro Vieta para 
entenderlas". 

Entre los geómetras de la época de Descartes merecen 
señalarse Kepler (1571-1630) y Desargues (1593 - 1632), 
pero las obras de éstos no tuvieron influencia alguna sobre 
el método analítico. Descartes conoció de Kepler sus 
estudios sobre óptica y sobre el perfil de los lentes y de 
Desargues tuvo referencias después de la publicación de la 
Geometría , formándose, por cierto, una elevada opinión de 
él e interesándose por el parecer que le merecía su libro. 

Fermat es el que podía disputar a Descartes la gloria por la 
creación de la geometría analítica y así han querido 
presentarlo algunos críticos, porque dio las ecuaciones de 
algunas líneas, cónicas y línea recta, como lugar 
geométrico de puntos, en una forma más sencilla que la 
expuesta por Descartes. En el Elogio que se publicó el día 
siguiente de la muerte de Fermat, en 1665, se dice que 
entre sus obras dejó un tratado analítico para resolver los 
problemas planos y sólidos, conocido antes de que 
Descartes hubiera publicado nada sobre ese tema; y en los 
tiempos modernos. Cantor, por ejemplo, en su gran 
Historia de las matemáticas, afirma que en ninguna parte 
Descartes describe el establecimiento de un lugar 
geométrico tan claramente como lo hace Fermat en su 
tratado. 

En efecto, éste escribe: "es cómodo para establecer las 
ecuaciones, tomar las dos cantidades desconocidas bajo un 
ángulo dado (por lo común recto) y darse la posición y la 
extremidad de una de ellas" 11 . Así para deducir la ecuación 
de la línea recta considera sobre una recta indefinida un 
punto fijo N y otro punto I fuera de ella; la perpendicular 
por I a la recta indefinida la establece por la relación 
d ■ X = b ■ y y si esta relación se mantiene constante, 
corresponde a puntos que están sobre la recta NI. 

Esto, así como las ecuaciones de las cónicas, figura en el 
Isagoge ad Locos Planos et Solidos, restauración de uno 
de los tratados de Apolonio, que Fermat dio a conocer 
hacia 1636, es decir, poco antes de la publicación de la 
Geometría. 

Fermat era cinco años menor que Descartes, pues nació en 
agosto de 1601, en el sur de Francia, cerca de Montauban 
(Gascuña). Hizo la carrera de magistrado y poseyó una 
cultura superior muy completa, distinguiéndose por su 

11 FERMAT, CEuvres , edic. P. Tannery et Ch. Henry, t. I. p. 92. 
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dedicación a las matemáticas, en las que ha dejado una 
obra muy profunda en la teoría de los números, así como 
en la de las probabilidades, de la cual es uno de los 
creadores. No se conoce la fecha de sus primeros trabajos, 
pues no se publicaron, limitándose a hacerlos conocer por 
sus amigos, Pascal (padre), Roberval, Mersenne, Carcavi y 
otros. En 1619, cuando Descartes, como se ha visto, ya 
había resuelto, con métodos propios y con el compás por 
él ideado, muchos problemas que no lo habían sido antes, 
Fermat contaba sólo 17 años, y en 1632, cuando el 
primero, en pleno dominio de su método geométrico- 
analítico, resuelve el problema de Pappus, no había 
aparecido aún el Isagoge. Parece que Fermat, antes de 
1637, resolvió el problema, que recibiera por intermedio 
de Roberval y éste de Mersenne, pero a la manera de los 
antiguos y sólo para el caso de tres rectas. 

Sin embargo, lo que más debe señalarse es el alcance y 
trascendencia de la obra de uno y otro: Fermat pudo haber 
concebido el modo de construir curvas por medio de las 
ecuaciones representativas, la "propiedad específica" de 
cada una, como la llamó; pero no lo vio o no lo presentó 
como un procedimiento que pudiera dominar en la 
matemática; como un método nuevo y general de resolver 
todos los problemas, según lo hace Descartes. De aquí que 
éste tuviera discípulos y que su obra se enseñara, se 
difundiera, se ampliara con nuevas aplicaciones. Descartes 
tuvo conciencia, y lo dijo bien claramente, que hacía una 
obra definitiva, en lo que tiene de ordenado y sistemático. 


CONCLUSIONES 

Parece haber en la historia suficientes razones para pensar que el trabajo precursor de 
Apolonio tuvo, y tiene, la suficiente fuerza y calidad de pensamiento matemático como 
para haber cobrado nueva vida en cuanto alcance y generalidad en la obra de Descartes y 
Fermat, los que al disponer de las herramientas más eficientes proporcionadas por el 
álgebra renacentista, hicieron posible tanto la extensión de las propuestas de Apolonio, 
como la generalización de sus resultados y la conformación de lo que hoy conocemos 
como Geometría Analítica, es decir, aquella disciplina matemática caracterizada por los 
recursos mediante los que se abordan fundamentalmente los siguientes dos problemas : 

1. Dada una ecuación, hallar el lugar geométrico que representa. 

2. Dado un lugar geométrico definido por determinadas condiciones, hallar su 
ecuación matemática. 

Esta versión de Geometría Analítica integra de manera complementaria los trabajos de 
Descartes y de Fermat. 

Y..., en adelante, la historia del pensamiento matemático sigue concretándose en las 
diferentes tendencias de la obra de quienes lo cultivan y, eventualmente, concretando la 


12 Kindle, Joseph H., Geometría Analítica. McGraw HUI. Serie de Compendios Schaum. Colombia. 1969. 
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emergencia de nuevas ramas o aspectos de la matemática. El siguiente ejemplo en la 
historia es, sin duda, la síntesis del cálculo, cuyo desarrollo es asignado, desde el punto de 
vista tradicional, a Newton y Leibnitz; asignación que, según hemos ejemplificado con la 
Geometría Analítica, habría que considerar más como un reconocimiento, a su época y 
personas, de la síntesis de las tendencias y esfuerzos que provienen desde la antigüedad 
hasta sus más cercanos precursores, que como el producto exclusivo de sus 
investigaciones. 
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EL NACIMIENTO DEL CÁLCULO 

Martha Cristina Villalba y Gtz. 


INTRODUCCIÓN 

Ciertas prácticas didácticas -particularmente aquí en México- tienden a dejarnos la idea de 
que los avances de la ciencia -y de la cultura en general- se deben a hechos gloriosos y 
descubrimientos geniales llevados a cabo por personajes heroicos, privilegiados, en quienes 
descansa el mérito absoluto del desarrollo científico, artístico y tecnológico que sustenta la 
evolución de la cultura. Sin embargo, como resultado de un estudio más veraz, nos damos 
cuenta de que detrás de cualquier invento o descubrimiento existe, infaliblemente, la 
evolución de ideas que hacen su génesis posible. Un esfuerzo como el emprendido en este 
Seminario de Historia de las Matemáticas nos ofrece un espacio de reflexión acerca del 
enorme acervo de conocimiento que a través de los años se acumula, se desarrolla y 
evoluciona para dar lugar, en algún momento en particular y a través de algún personaje en 
especial, a la génesis de una idea “nueva” que por su circunstancia deviene en un 
descubrimiento importante para el estado actual de la ciencia y es, por lo tanto, reconocida 
como tal. 

En particular, el nacimiento del cálculo -consignado en el siglo XVII- atribuido a Newton y 
Leibniz, nos permite ilustrar claramente lo dicho: Estos dos hombres han sido considerados 
como los inventores del cálculo en el sentido de que dieron a los procedimientos 
infinitesimales de sus predecesores inmediatos, Barrow y Fermat, la unidad algorítmica y la 
precisión necesaria para ser considerados como un método novedoso y de generalidad 
suficiente para su desarrollo posterior. A su vez, los procedimientos de Barrow y Fermat 
estuvieron elaborados a partir de visiones de hombres como Torricelli, Cavalieri, y Galileo; 
o Kepler, Valerio, y Stevin. Los alcances de las operaciones iniciales con infinitesimales 
que estos hombres lograron, fueron también resultado directo de las contribuciones de 
Oresme, Calculator, Arquímedes y Eudoxo. Finalmente el trabajo de estos últimos estuvo 
inspirado por problemas matemáticos y filosóficos sugeridos por Aristóteles, Platón, Zenón 
y Pitágoras. Sin la filiación de ideas como las de éstos y de muchos otros hombres más, el 
cálculo de Newton y Leibniz sería impensable. 

Por otro lado, debe entenderse que el progreso de las ideas no se da en el tiempo a través de 
una trayectoria perfectamente delineada y preconcebida; existen muchos elementos que en 
el camino son descartados, reformulados o añadidos. Las concepciones filosóficas sobre la 
realidad, el papel de la ciencia, y en especial las concepciones sobre las características que 
debe reunir el conocimiento matemático para ser considerado como conocimiento 
científico, han determinado los enfoques asumidos en cada época, de tal manera que el 
impacto que tuvieron los personajes y las contribuciones consignadas en la historia 
difícilmente puede ser comprendida cabalmente si estas consideraciones no se toman en 
cuenta. 
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Con estas reflexiones en mente, la relación de algunas aportaciones que hicieron posible el 
nacimiento del Cálculo y que a continuación trataremos de resumir, tiene la finalidad de 
que cada uno de nosotros encuentre más interés en dar apoyo y mejores significaciones a 
cada uno de los conceptos que hasta ahora conforman nuestro conocimiento de esta 
disciplina. Este es, insisto, tan sólo un breve resumen de algunas aportaciones importantes - 
que posiblemente deje muchas sin considerar-, por lo tanto, no más que una invitación a 
una indagación más profunda sobre las ideas y los hechos presentados. 

PERSONAJES Y CONTRIBUCIONES EN LA ANTIGÜEDAD 

El trabajo prehelénico de los Egipcios y Babilonios, aunque tuvo una ausencia de 
generalidad y atención a las características esenciales sobre la naturaleza lógica del 
pensamiento matemático y su necesidad de pruebas deductivas, logró un acervo tal de 
cálculos y procedimientos concretos, que tuvo sin duda, una clara influencia en los trabajos 
iniciales de los filósofos y matemáticos griegos: 

D Tales de Mileto. Fue quien inicialmente introdujo los métodos deductivos 
- no exentos de cierto empirismo y falta de generalidad- a través de procesos 
sistemáticos de abstracción, que ciertamente fueron la base para los Pitagóricos. 

Para ellos la perfecta consonancia de la realidad observada con la naturaleza de los 
conocimientos matemáticos les llevaron a pensar que las matemáticas estaban en 
la realidad última, en la esencia del universo y por lo tanto, “un entendimiento de los 
principios matemáticos debía preceder cualquier Interpretación válida de la 
naturaleza”. “Todo es número”. “Dios es un Geómetra”. 

D Zenón de Elea (450 a. de C. aprox.), formuló un buen número de 
problemas (paradojas) basados en el infinito. 

Para los antiguos griegos, los números como tales eran razones de números 
enteros, por lo que no todas las longitudes eran números. (Existían magnitudes 
geométricas que no podían ser medidas por números; números como entidades 
discretas vs magnitudes geométricas continuas.) 

D Eudoxo (408 a. de C. - 355 a. de C.) de Cnldo, Asia Menor (Turquía). 

— Método de Exhaución. El método se llama así porque se puede pensar en 
expandir sucesivamente áreas conocidas de tal manera que éstas den 
cuenta ("dejen exhausta") del área requerida. Cobra importancia como 
recurso para hacer demostraciones rigurosas en geometría. 

□ Arquímedes (225 a.de C.) de Siracusa. Hizo una de las más significativas 
contribuciones griegas. Su primer avance Importante fue mostrar que el área de 
un segmento de parábola es 4/3 del área de un triángulo con la misma base y 
vértice, y 2/3 del área del paralelogramo circunscrito. Éste es el primer ejemplo 
conocido de la adición de una serie infinita. Arquímedes utilizó el método de 
exhaución para encontrar una aproximación al área del círculo. Por supuesto, 
es un ejemplo temprano de integración, el cual condujo a aproximar valores de 
n . Entre otras “integrales” calculadas por Arquímedes, están el volumen y área 
de una esfera, volumen y área de un cono, área de una elipse, volumen de 
cualquier segmento de un paraboloide de revolución y de un segmento de un 
hiperboloide de revolución. 

Por un lado, las paradojas de Zenón provocaron el escepticismo griego que más tarde 
plantea el cuestionamiento sobre la posibilidad de alcanzar el verdadero conocimiento, ya 
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sea por la razón o la experiencia. Por otro lado, la ciencia aristotélica mostró que mediante 
la lógica y la observación es posible -al menos- conseguir una representación consistente 
del fenómeno estudiado; las matemáticas, por lo tanto, vienen a ser con Euclides un patrón 
idealizado de relaciones deductivas. Los postulados inducidos por la observación de la 
realidad, generan por la deducción una consistente y funcional interpretación de la 
naturaleza. 

La dificultad lógica que enfrentaron los antiguos matemáticos griegos en sus intentos de 
expresar sus ideas intuitivas sobre razones o proporciones de líneas -que vagamente 
reconocían como continuas-, en términos de números -los que mantenían como discretos-, 
los involucró con un concepto lógicamente insatisfactorio (pero intuitivamente atractivo): el 
infinitesimal. La imposibilidad de enfrentarlo ampliamente originó que los problemas sobre 
la variación no fueran atacados cuantitativamente por los matemáticos griegos. Estos 
problemas fueron retomados hasta el siglo XIV por los filósofos escolásticos, y su 
discusión, cualitativa en gran parte, pero apoyada en demostraciones gráficas, hizo posible 
la introducción posterior de la geometría analítica y la representación sistemática de 
cantidades variables. 

PERSONAJES Y CONTRIBUCIONES EN LOS SIGLOS XVI-XVII 

Una época de avances hacia la formulación posterior del Cálculo como estudio de la 
variación, una época en la que se enfrentó la necesidad de herramientas matemáticas que no 
tenían más fundamento que la geometría arquimediana para tratar con los 
inconmensurables; método cuya visión de rigor había obstaculizado trabajar más libremente 
con los infinitésimos, relacionados a la variación y al continuo. 

□ Johannes Kepler (1571-1630). Nació en Leonberg, Sacro Imperio 
Romano, hoy Alemania. En su trabajo sobre el movimiento planetario, tuvo 
que encontrar el área de sectores de una elipse; para ello su método consistió 
en determinar las áreas como sumas de líneas. En cambio, en su trabajo 
Nueva Geometría Sólida de los Barriles de Vino calculó en forma exacta o 
aproximada el volumen de más de 90 sólidos de revolución, considerando el 
sólido compuesto de infinitos cuerpos infinitesimales de volúmenes 
conocidos. 

□ Bonaventura Cavalieri (1598-1647). Publicó su “Geometría Indivisibilis 
Continuorum Nova" en 1635 donde expone el principio que lleva ese nombre. Su 
método consiste en comparar proporcionalmente los indivisibles de volúmenes o 
áreas de cuerpos o figuras por encontrar, con los respectivos indivisibles de figuras 
o cuerpos cuyas áreas o volúmenes se conocen. Se puede referir este 
procedimiento en forma general como un método de “Suma de potencias de líneas”, 
que aunque alejado del rigor, condujo a Cavalieri a un resultado correcto para 

B 

^x k con k=1,2,3,4,5,6,7,8,9. 

A 

D Pierre de Fermat (1601-1665). Trata de encontrar pruebas más o menos 
rigurosas de la conjetura de Cavalieri. En su trabajo sobre curvas polinomiales 
y = f(x), compara el valor d ef(x) en un punto x, con el valor f(x + E), con E 
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como un intervalo cada vez más pequeño alrededor de x, de tal manera que 
f(x+E)-f(x) 

encuentra el valor de -antes de que t=U. 

E 


PERSONAJES Y CONTRIBUCIONES EN EL SIGLO XVII 

□ Gilíes Persone de Roberval (1602- 1675). Cálculo de tangentes como vectores 
de “velocidad Instantánea”. Cicloide: su área es 3 veces la del círculo que la genera. 

D John Wallis (1616-1703). Escribió su Arithmetica Infinitorum en 1655. Abordó 
sistemáticamente, por primera vez, la cuadratura de las curvas de la forma y=x k 
donde k no es necesariamente un entero positivo. Su trabajo en la determinación de 
los límites Implicados fue empírico. Tuvo una Influencia decisiva en los primeros 
desarrollos del trabajo matemático de Newton. 

D Isaac Barrow (1630-1677). Maestro de Newton. Competente en árabe y griego, 
mejoró traducciones de textos griegos. Punto de vista conservador en matemáticas. 
Sus “Lectiones Geométriae", publicadas en 1670, Incluyen los procedimientos 
infinitesimales conocidos por él. La mayoría de los problemas presentados tratan 
tangentes y cuadraturas desde un punto de vista clásico (geométrico en lugar de 
analítico). Incluye su método del “triángulo característico” en el que Implícitamente se 
toma a la recta tangente como la posición límite de la secante. 

En su obra aparece localizado el Teorema Fundamental del Cálculo en el sentido de 
presentar el carácter inverso entre problemas de tangentes y áreas, en un sentido 
estrictamente geométrico, no como un algoritmo de cómputo. 


NACE EL CÁLCULO 

□ Isaac Newton (1643-1727). En 1687 fue publicada su obra magistral 
Philosophiae Naturalis Principia Mathematica en el cual se exponen, en diferentes 
pasajes, claras exposiciones del concepto de límite, ¡dea básica del cálculo. 

Ofrece tres modos de Interpretación para el nuevo análisis: 

- aquél en términos de infinitesimales usado en su De analysi, su primer trabajo 
(1669, publicado en1711)\ 

■ aquél en términos de fluxiones, dado en su Methodus Fluxionum et Serierum 
Infinitorum (1671, publicado en 1736), en la que parece apelar con mayor fuerza 
a su Imaginación; 

■ aquél en términos de razones primeras y últimas o límites, dado 
particularmente en la obra De Quadratura Curvarum que escribió al final y 
publicó primero (1704), visión que él parece considerar más rigurosa. 


Notación utilizada: 

• • 

Si fluentes x , y entonces fluxiones x , y. 

1 1 

Si fluxiones x , y entonces fluentes x , y . 


Si fluentes x , y entonces fluxiones x , y . 

11 11 11 

Si fluxiones x , y entonces fluentes x , y . 


□ Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716). Sus resultados en el cálculo 
integral fueron publicados inlclalmente en 1684, y posteriormente en 1686 bajo 
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el nombre de ”C alculus Summatorius". Introduce los elementos diferenciales dy 
ó dx para expresar la “diferencia entre dos valores sucesivos” de una variable 
continua y ó x. Al tomar la suma de tales diferenciales de la variable se obtiene 

la variable misma, lo cual denota por J dx. 

El “triángulo diferencial” que había sido estudiado en vahas formas -particularmente 
en los trabajos de Torrlcelli, Fermat y Barrow- es el antecedente más cercano al 
enfoque que ofrece Lelbnlz en su tratamiento de sumas y diferencias -aunque él 
mismo aseguró que la inspiración Inicial la encontró al estudiar el tratado de Pascal 
“Traité des sinus du quart de cercle". 

Sus obras dan cuenta de un método generalizado para abordar esas sumas y 
diferencias, además del tratamiento Inverso de ambas operaciones, mediante el uso 
de un sistema de notación y terminología perfectamente acoplado a la materia que 
trata en sus bases lógicas y operativas. 

Leibniz siempre se dio cuenta que estaba trabajando con una nueva materia. Se especula 
que Newton, hasta que supo de esta postura de Leibniz consideró él mismo su método de 
fluxiones como una nueva materia también y un modo de expresión matemática organizado 
más que simplemente una útil modificación de reglas anteriores. 

El trabajo más importante de cálculo de Newton estuvo escrito de 1665 a 1676, pero 
ninguna de sus obras fue publicada durante ese tiempo. Se ha sugerido que la demora en la 
publicación de sus tres principales trabajos fue ocasionada por el hecho de que estaba 
insatisfecho con los fundamentos lógicos de la materia. En su monografía “De Analysi per 
aequationes numero terminorum infinitas" no hace explícito el uso de la notación fluxional 
ni de la idea. En su lugar usa lo infinitamente pequeño, tanto geométrico como analítico de 
manera similar a la que encontramos en Barrow y Fermat, y extiende su aplicabilidad por el 
uso del Teorema del Binomio. En este documento, Newton emplea la idea de un pequeño 
rectángulo indefinido o “momento” de área y encuentra la cuadratura de las curvas como 
sigue: 


“Sea la curva a ser dibujada por la abscisa xy la ordenada y, el área es 


z = 


/ \ m+n 

' n ' 

ax 


V m + n J 

Tomemos un “o”, momento o incremento infinitésimo en la abscisa, siguiendo la notación 
de James Gregory. La nueva abscisa será entonces x + o y el área incrementada será 


z + o y = 


í n ^ 


a(x + o) 


y m + n j 

Si en esta expresión aplicamos el teorema del binomio, dividimos por o y entonces 


negamos los términos que aún contengan o, el resultado será y = ax n . 


Esto es, si el área esta dada por z = 


/ \ m+n 

' n 


V m + n J 


ax " , la curva será y = ax ". 


Inversamente, si la curva es y = ax" , el área será z = 


n 

y m + n J 


\ m+n 


ax 


1 Citado en Boyer Cari B. “The History of the Calculus and its Conceptual Development” 
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Ésta es una expresión para el área a la cual se llega, no por la determinación de la suma de 
áreas infinitesimales, ni a través de métodos equivalentes usados por los predecesores de 
Newton desde Antifón a Pascal. En su lugar, como vemos, fue obtenida por la 
consideración de incrementos momentáneos en el área en el punto en cuestión. En otras 
palabras, mientras que las cuadraturas previas habían sido encontradas a través del 
significado o equivalencia de la integral definida como límite de una suma, Newton 
determina la primera razón de cambio del área y desde ésta, encuentra la propia área a 
través de lo que ahora llamamos la Integral Indefinida de la función. 

Por su parte, Leibniz se esforzó desde un principio en popularizar su “nuevo análisis” 
publicando todas las reglas de operación, aún las más simples, presentándolas como si 
fueran reglas de álgebra y señalando la relación recíproca entre sus “sumas” y 
“diferencias” como análoga a la de potencias y raíces. Aunque la existencia de sus 
elementos fundamentales la apoyó en principios filosóficos, no se preocupó mucho en 
clarificar la naturaleza de lo infinitamente pequeño, no porque pretendiera hacer de ello un 
misterio, sino porque sostuvo que su Cálculo era un “ modus operandF y por lo tanto apeló 
sólo a la inteligencia para enfatizar la naturaleza algorítmica del método. Tal vez por ello se 
le considera como uno de los fundadores de la corriente formalista en oposición a la 
intuicionista en matemáticas: Estaba seguro de que si formulaba apropiadamente los 
símbolos y las reglas de operación, y si éstas eran propiamente aplicadas, algún resultado 
correcto y razonable se debería de lograr aún cuando fuera confusa la naturaleza de los 
elementos involucrados. 

El primer recuento de sus hallazgos, Leibniz lo tituló “Un Nuevo Método para Máximos y 
Mínimos como para Tangentes también, el cual no se obstruye por Cantidades 
Fraccionarias o Irracionales”, un tratado de seis páginas que aparece publicado en 1684 y 
posteriormente se incluye en el “Acta Eruditorum”. En su contenido se explicitan, sin 
pruebas, las reglas para las sumas, productos, cocientes, potencias y raíces, y unas pocas de 
aplicaciones a problemas de tangentes y cálculos de máximos, mínimos y puntos de 
inflexión. Las “cuadraturas” las trata igualmente en publicaciones independientes 
posteriores, antes de ser incorporadas a su “ Acta Eruditorum 

Tanto Newton como Leibniz establecen en su método reglas operativas para sus principales 
elementos fluxiones ” y “ diferencias ” respectivamente- y ambos las combinan haciendo 
notoria la propiedad inversa - fuente ” y “ suma ”, respectivamente. Sin embargo, para 
ambos, la Diferenciación es la operación fundamental; la Integración se considera 
simplemente como la inversa de ella. Este es un punto de vista que prevalece en el Cálculo 
elemental actual. Lo que es importante señalar es que a ambos - Newton y Leibniz- se les 
considera como los “Fundadores del Cálculo” precisamente por haber establecido las reglas 
de operación y las relaciones descritas. 

Cabe también considerar que las distintas formas de definir la integral que tuvieron Newton 
y Leibniz han heredado al Cálculo actual la Integral Indefinida y la Integral Definida: 
Mientras que Newton define el fluente como la cantidad generada por una fluxión dada - 
como lo vimos antes, es decir, como la cantidad que tiene una magnitud dada como su 
fluxión , o como la inversa de la fluxión-, Leibniz define la Integral como la suma de todos 
los valores de una magnitud, o como la suma de un número infinito de rectángulos 
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estrechos, o -en la forma que lo expresamos actualmente- como el límite de cierta suma 
característica. 


CONCLUSIÓN 

Si bien las reglas de operación y las principales relaciones entre ellas quedaron claramente 
establecidas con Newton y Leibniz, y con ello salía a la luz una nueva materia: el Cálculo, 
todavía quedaba mucho por hacer. Sus fundamentos eran imprecisos, no solamente para sus 
autores, sino para los estudiosos de las matemáticas que les sucedieron en el siglo XVIII: 
durante ese tiempo se buscó pasar de la justificación basada en el pragmatismo dado por la 
consistencia de los resultados obtenidos, con la visión del mundo físico que ofrecía la 
geometría Euclideana, hacia una explicación que fuera más allá de lo intuitivamente 
plausible... Esto no fue posible hasta el siguiente siglo, en el que el éxito en el desarrollo 
del formalismo algebraico dio lugar al impulso de sistemas matemáticos independientes de 
los postulados afines a la experiencia sensorial. Fue hasta entonces que el Cálculo tuvo 
manera de adoptar sus propias premisas y construir sus propias definiciones sujetas 
solamente a los requerimientos de su consistencia interna. 

Queremos insistir que en un bosquejo como éste se pretende resaltar la gran cantidad de 
aportaciones que contribuyeron al nacimiento del Cálculo y hacer notar que el desarrollo de 
sus conceptos principales, la derivada y la integral, tuvieron una larga evolución; primero 
para llegar a establecerse como operaciones inversas entre sí con sus reglas bien definidas, 
y luego para evolucionar en sus fundamentos desde argumentaciones asentadas en la 
experiencia sensible, hasta su elaboración final como abstracciones matemáticas definidas 
en términos de lógica formal mediante la idea de límite de una serie infinita. Así, la 
derivada y la integral están en el análisis matemático moderno definidas sintéticamente en 
función de consideraciones ordinales, y no en función de aquellas consideraciones de 
variación física y cantidades geométricamente continuas que les dieron origen. 
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SURGIMIENTO DE LA 

TEORÍA MATEMÁTICA DE LA PROBABILIDAD 

Oscar Vega-Amaya 

“Una historia debe comenzar en algún parte, 
pero la historia no tiene principio. ” 
D. G. Kendall 


INTRODUCCIÓN 

Una gran variedad de experimentos y fenómenos naturales, biológicos, sociales, o combi¬ 
naciones de éstos, tienen la característica de generar resultados u observaciones que no son 
susceptibles de predecirse con certeza, esto es, que aún cuando se estudien repetidamente 
bajo un mismo conjunto de circunstancias no siempre se observa el mismo resultado. Entre 
ellos podemos citar a los juegos de azar: lanzamientos de dados o monedas, juegos con 
barajas, ruletas, loterías, etc. Otra familia de ejemplos, también muy conocida, la 
proporcionan los fenómenos meteorológicos: magnitud, intensidad y extensión de las 
lluvias; humedad, dirección y velocidad de los vientos; temperaturas máximas y mínimas; y 
todas sus consecuencias como volúmenes de agua en las presas, magnitud de los daños 
provocados por inundaciones, sequías, heladas, etc. 

A la imposibilidad de predecir con certeza los resultados de un fenómeno se le llama 
aleatoreidad y, naturalmente, a los fenómenos con esta característica se les llama 
fenómenos aleatorios. Los términos azar y estocástico también se usan comúnmente para 
hacer referencia al carácter imprevisible de estos fenómenos. La Probabilidad y la 
Estadística son las disciplinas que se encargan del estudio del azar desde el punto de vista 
de las matemáticas: la primera propone modelos para los fenómenos aleatorios y estudia sus 
consecuencias lógicas, mientras que la segunda nos provee de métodos y técnicas para 
elegir modelos adecuados de los fenómenos en estudio a partir de información empírica. 

Hoy en día, es incuestionable el impacto que la Teoría de Probabilidad ha tenido en el 
pensamiento científico moderno y su influencia se nota en campos tan diversos como 
ecología, explotación de recursos renovables y no-renovables, demografía, medicina, 
comunicaciones, computación, investigación de operaciones, finanzas, economía, actuaría, 
etc. Sin embargo, la teoría de probabilidad no siempre gozó de un estatus privilegiado y de 
tanta popularidad entre los científicos; de hecho, a diferencia de otras ramas clásicas de la 
matemática, su certificación como teoría matemática se da hasta el siglo XX con la 
axiomatización propuesta por A. N. Kolmogorov en los años treinta. Por otra parte, desde la 
óptica moderna, su origen podría parecemos más bien modesto y hasta un tanto frívolo: la 
teoría de probabilidad surge de la necesidad por comprender los juegos de azar, esto es, 
juegos de apuestas en los que domina fuertemente una componente de incertidumbre. ( A lo 


54 



SXP'ILN'TES DI 'HlSTOlUJA PILAS MJAT£:M‘ \TlCXAS _ VOL.1 , A/0.7, ENERO2002 

largo de esta nota, esperamos convencer al lector que este origen ni es modesto ni es más 
frívolo que las motivaciones actuales de muchas disciplinas científicas.) 

La Teoría de Probabilidad tiene una larga historia, y en ella, la huella de científicos de gran 
talla como Galileo, Fermat, Pascal, Huyguens, Jean y Jacques Bernoulli, Gauss, Laplace, 
Kolmogorov, Wiener, entre muchos otros. Su desarrollo, como el de cualquier disciplina 
científica, no se dio por la simple acumulación de avances o resultados parciales; por el 
contrario, la historia de la probabilidad está llena de paradojas, interpretaciones místicas o 
ambiguas, agrias disputas entre sus protagonistas, revaloración de conceptos “olvidados”, 
etc. Por ejemplo, después de su axiomatización, la Teoría de Probabilidad experimentó una 
gran aceptación y una expansión sin precedentes, pero aún continúan las controversias 
sobre su significado, campo de validez y la posibilidad de axiomáticas alternativas a la de 
Kolmogorov. Sin entrar en la polémica, veamos algunas opiniones al respecto: 

Bertrand Russel (1929): El concepto de probabilidad es el más importante de la ciencia 
moderna, especialmente porque nadie tiene la mínima idea de lo que significa. 

J. L. Doob (1986): Hasta finales de los años treinta, los probabilistas habían trabajado 
bajo la desventaja sicológica que representa que su campo de investigación no fuese 
considerado por sus colegas como una disciplina matemática, quienes no entendían, por 
un lado, la insuficiencia de la notación estándar de la época y, por otro, porque habían 
resucitado conceptos viejos como los de variable aleatoria y esperanza. Además, los libros 
de probabilidad estaban llenos de conceptos no matemáticos : dados, casas de juego, 
Pedro y Pablo. 

Bruno de Finetti (1974): Mi tesis, paradójicamente, y un poco provocativa pero genuino, es 
simplemente la siguiente: la probabilidad no existe. 

En esta nota nos restringimos a presentar algunos elementos sobre la prehistoria de la 
probabilidad con el objetivo de tener una mejor comprensión de una de las contribuciones 
más importantes en su desarrollo: la solución del famoso Problema de los Puntos, que 
Pascal y Fermat dan en 1654, y que para muchos autores marca el nacimiento de la Teoría 
de la Probabilidad. 


UN PASEO POR LA PREHISTORIA 

Descubrimientos arqueológicos han evidenciado que las primeras nociones probabilísticas 
aparecieron en tiempos tan remotos que su historia “se pierde en el polvo de la antigüedad” 
[7]. Por ejemplo, entre los vestigios de las culturas sumeria y asiría se ha encontrado, en 
proporción muy alta para que sea casualidad, un hueso extraído del talón de animales como 
las ovejas, ciervos y caballos. Se cree que este hueso, denominado astrágalo o talus, era 
tallado con el propósito de ser utilizado como dispositivo de azar: los astrágalos, al ser 
lanzados sobre superficies niveladas, pueden caer en cuatro posiciones distintas, aunque no 
se tiene la certeza de que fueran utilizados con fines religiosos, de entretenimiento o para 
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ambos propósitos. Lo anterior, que es una evidencia de la existencia de nociones 
probabilísticas entre los asirios y súmenos, se vuelve una certeza en el caso de la 
civilización egipcia: algunas pinturas encontradas en las tumbas de los faraones muestran 
tanto astrágalos como tableros para el registro de los resultados. 

En pocas palabras, los astrágalos son, simple y sencillamente, dispositivos precursores de 
los dados. David [1] señala que aún en tiempos modernos es posible encontrar residuos del 
uso antiguo de los astrágalos en regiones de Francia, Italia y Grecia, donde los niños 
practican juegos con astrágalos estilizados y manufacturados en metal. No se sabe con 
exactitud en qué momento los astrágalos se “suavizaron” para dar origen a los dados, pero 
alrededor del año 1200 a. de C. estos últimos ya aparecen en diferentes partes del mundo. 
Una leyenda cuenta que Palamedes, un general aqueo, inventó los dados para entretener a 
su tropa en el largo y tedioso sitio de Troya. 

Los juegos con dados se practicaron ininterrumpidamente desde los tiempos del imperio 
romano hasta el renacimiento en todos los estratos sociales, aunque poco se sabe de las 
reglas específicas con la que se jugaban. Uno de estos juegos, denominado “hazard”, 
palabra que en inglés y francés significa riesgo o peligro, fue introducido a Europa con la 
Tercera Cruzada, y las raíces etimológicas del término provienen de la palabra árabe “al¬ 
azar” que significa “dado”. Posteriormente, en el “Purgatorio” de Dante, el término ya se ha 
simplificado a la palabra “azar” y, más tarde, los matemáticos italianos introducen los 
vocablos “ludo aleae” para referirse a los juegos con dados. 

Se ha corroborado que muchas naciones importantes de la antigüedad usaron diversos 
mecanismos aleatorios en oráculos y ceremonias religiosas, o simplemente como 
instrumentos para develar la fortuna y destino de los individuos [1, 5]. Al respecto, llama 
especialmente la atención el antiguo pueblo judío, pues en el Talmud, uno de sus libros 
sagrados, se describe el uso de un buen número de procedimientos aleatorios con distintos 
fines. Los judíos, de acuerdo al estudio del Talmud realizado por Hasofer [3], asignaban 
tareas a los sacerdotes en los templos, distribuían impuestos o dirimían querellas entre 
individuos o tribus con procedimientos aleatorios basados principalmente en urnas, aunque 
no exclusivamente. Dos aspectos sobresalen en el uso de urnas: por una parte, propor¬ 
cionaban un procedimiento justo, equitativo entre los contendientes y, por otra, los resul¬ 
tados de tales procedimientos develaban la voluntad de Dios. Estos aspectos, en principio 
contradictorios entre sí, subyacen en el procedimiento “moderno” de determinar la 
proporción desconocida de bolas rojas y negras en una urna por medio de extracciones con 
reemplazo. 

Otra clase importante de experiencias que sin duda alguna contribuyeron en la 
conformación de una noción de azar es la proporcionada por el tratamiento de información 
numérica como en los casos de las observaciones astronómicas y los censos. Al parecer, los 
babilonios fueron los primeros en abordar el problema de estimación de parámetros 
relacionados a las posiciones de cuerpos celestes; según Plackett [4], los astrónomos 
babilónicos disponían de una teoría matemática y de procedimientos aritméticos simples 
para el cálculo de las posiciones del sol, la luna y los planetas en periodos regulares de 
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tiempo. Desgraciadamente, no se conoce la forma exacta en que los parámetros se 
estimaban a partir de los datos originales. El problema de estimación de parámetros tomó 
mayor fuerza en siglos posteriores y se convirtió en una fuente importante de desarrollo 
para la Teoría de Probabilidad, cuyo momento cúspide se alcanzó con las contribuciones de 
Gauss, Legendre y Laplace. 

En cuanto a los censos, su realización en la antigüedad está bien documentada [7]. Se sabe 
que el Emperador Augusto (27 a. de C. - 17 d. de C.) realizaba censos en cada territorio 
recién conquistado. William “El Normando” ( 1027-1087), después de conquistar Inglaterra 
en el año 1066, ordenó la realización de un estudio económico exhaustivo y la organización 
de una lista con el propósito de establecer procedimientos adecuados para la determinación 
de impuestos. La lista, conocida como “Doomsday list”, contiene información detallada 
sobre la realeza, la Iglesia, la extensión y riqueza de los feudos, tamaño de los rebaños de 
vacunos, así como un registro de la población por ocupación y otras categorías. Crónicas 
rusas del siglo X también hacen referencia a la recolección de información estadística, 
mientras que en Venecia en los años 1268 y 1296 se promulgaron decretos que obligaban a 
los principales señores feudales a la realización de inventarios agrícolas. 

Otra fuente de experiencias la proporcionaron las compañías de seguros, las cuales hicieron 
su aparición por primera vez en el siglo XV en Italia y Holanda. Inicialmente estas 
compañías aseguraban el transporte de bienes por vías marítimas y posteriormente 
ampliaron su cobertura a envíos por rutas a través de continentes, ríos y lagos. Para fijar las 
primas de seguro, estas compañías evaluaban los riesgos a los que estaban sometidos los 
envíos y, como resulta natural, a un riesgo mayor le asignaban una prima mayor; de hecho, 
la prima para envíos marítimos oscilaba entre el 12% y 15% del valor de los bienes 
asegurados, mientras que para los envíos continentales la prima variaba entre el 6% y el 
8 %. 

En resumen, hacia finales del siglo XV existía un campo fértil, abonado por una variedad 
de experiencias, que hacía plausible el surgimiento de una noción más o menos precisa de 
azar y la posibilidad de evaluarlo, esto es, de proponer un cálculo de probabilidades. Estas 
experiencias encontraron en los juegos de azar (juegos con dados) un “modelo” adecuado 
para su estudio, pues en él se “abstraía” el rasgo común a todas ellas que es la imposibilidad 
de hacer predicciones con certeza, y a la vez permitía, por la simplicidad del modelo 
mismo, un cálculo de probabilidades. 

El primer libro que se escribió sobre juegos de azar es “Líber de Ludo Aleae” de Girolamo 
Cardano (1501-1576), el cual se publicó en 1663-casi cien años después de la muerte de su 
autor. Posteriormente, Galileo (1564-1642), quien aparentemente no tenía conocimiento del 
trabajo de Cardano, se ocupó de los juegos de azar en “Sopra le Scoperte dei Dadi”, obra 
que fue publicada hasta 1718. Tal vez la publicación en extremo tardía del “ Líber ” explique 
parcialmente el interés de Galileo por problemas que ya habían sido resueltos previamente 
por Cardano. De cualquier manera, en ambos trabajos ya aparecen de forma definida los 
elementos que constituyen el enfoque que actualmente conocemos como Enfoque Clásico 
de la Probabilidad. 
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Específicamente, las contribuciones de Cardano y Galileo a la Teoría de Probabilidad son 
las siguientes: (a) establecen la noción de probabilidad de un evento A como la proporción 
de resultados (equiprobables) favorables a A respecto al número total de resultados po¬ 
sibles; (b) relacionan problemas combinatorios y juegos de azar; (c) en el “Líber”, Cardano 
discute las nociones de juego justo y de regularidad estadística; (d) Galileo utiliza argumen¬ 
tos probabilísticos en el estudio de errores en observaciones astronómicas. 

La formulación moderna del Enfoque Clásico de la Probabilidad es la siguiente: 


Enfoque Clásico de la Probabilidad 

1. Consideremos un experimento o fenómeno aleatorio que admite un conjunto finito 
de resultados Q = {x 1 ,x 2 ,-■ •, x n }. 


2 . 


3. 


Los resultados del experimento son equiprobables, es decir, 
P(x,) = P(x 2 ) = P(x 3 ) = ■■■ = P(x n ) = 

n 


Si A es un evento relacionado al experimento, entonces 


P(A) = 


# A 
#Q 


# A 
n 


Desde la perspectiva actual, el Enfoque Clásico puede parecemos muy claro y demasiado 
simple como para que se le considere una contribución importante; sin embargo, grandes 
científicos y matemáticos dieron respuestas incorrectas a problemas de juegos de azar, lo 
cual evidencia que el Enfoque Clásico ni es simple ni obvio. Entre estas personalidades 
podemos mencionar a Niccolo Tartaglia (1499-1557), a quien debemos entre otras cosas la 
fórmula para obtener soluciones de ecuaciones cúbicas; a G. W. Leibniz (1646-1716), co- 
fundador del Cálculo Diferencial; a Jean d'Alcmbcrt (1717-1783), uno de los principales 
promotores de la Enciclopedia Francesa. 

Algunos autores atribuyen, errónea e injustamente, el Enfoque Clásico al matemático 
francés Pierre Simón de Laplace (1749-1827) debido a que dio amplia divulgación de este 
enfoque en su obra “Théorie Analitique des Probabilités”, publicada en 1812. Es paradó¬ 
jico, sin embargo, que la “ Théorie Analitique ” haya sido rechazada inicialmente por ser 
poco asequible; por ejemplo, Augusto de Morgan se refirió a ella con las siguientes 
palabras: “Con mucho, el trabajo matemático más difícil con el que me he encontrado 
nunca”. Este rechazo lleva a Laplace a escribir su “Essai Philosophique des Probabilités ” 
con el propósito de dar una introducción no técnica de las leyes del azar. En esencia, para 
Laplace, la teoría de probabilidades es un cálculo útil para asignar un “grado de racional 
creencia” a las proposiciones sobre el azar, teniendo como herramientas básicas la teoría de 
permutaciones y combinaciones. 


EL PROBLEMA DE LOS PUNTOS 
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En el año de 1654, Pascal (1623-1662) y Fermat (1601-1665) establecen comunicación 
epistolar (cuatro cartas en total) en la que discuten y resuelven el famoso Problema de los 
Puntos, también conocido como Problema de las Apuestas. Este problema ya había sido 
estudiado por matemáticos italianos en el siglo anterior pero las soluciones que se 
proponían eran poco satisfactorias y controversiales, a tal grado que se le consideraba una 
paradoja. El impacto que provocaron las soluciones de Pascal y Fermat fue tan profundo, 
que para muchos historiadores 1654 es el año del nacimiento de la Teoría de Probabilidad, 
mientras que los progresos previos solamente son prehistoria. (Se señala a menudo que 
Laplace dió el crédito de la fundación de la Teoría de Probabilidad a Fermat y Pascal por 
ser franceses.) 

El origen del Problema de los Puntos es incierto, pero ya se hace referencia al mismo en un 
manuscrito italiano del año 1380, aunque se cree que es de origen árabe o que se introdujo a 
Italia en textos árabes. Este problema forma parte de una gran familia de “problemas de 
división” que preocupaba a la emergente clase de mercaderes, en los siglos XV y XVI, en 
torno al problema de equidad en tratos comerciales. 

Fra Lúea dal Borgo (1445-1514), también conocido como Pacioli, era un profesor itinerante 
de matemáticas, ampliamente conocido en Italia. En su obra “Summa Arithmetica, 
Geometría, Proportioni”, publicada en 1494, aborda la siguiente versión del problema de 
los puntos: 

Ay B participan en un juego de “baila ” (presumiblemente un juego de pelota) y acuerdan 
que el juego termine hasta que alguno de ellos gane 6 rondas. El juego se suspende cuando 
A tiene 5 rondas a su favor y B solo tiene 3. ¿Cómo debe distribuirse la apuesta? 

Es obvio que al jugador A debe corresponderle una parte mayor, ¿ pero exactamente cuál? 
Pacioli propone que la apuesta se distribuya de acuerdo a la proporción de las rondas 
ganadas por los jugadores, es decir, en proporción 5:3. 

Tartaglia (1499-1557) también aborda el Problema de los Puntos, entre otros problemas 
combinatorios y de probabilidad, en su trabajo “Trattato Generale di Numeri e Misuri” 
publicado en 1556. En relación con el Problema de los Puntos, Tartaglia señala que la regla 
que Pacioli propone “ni es buena ni conciliadora, pues si por azar, el jugador A tiene una 
ronda a su favor y B ninguna, el primero debe tomar toda la apuesta, lo cual obviamente no 
tiene sentido”. Luego afirma que “la solución de este problema es más bien de carácter 
judicial que matemático, de manera que cualquiera que sea el procedimiento para la 
distribución siempre habrá motivos para litigio”. Posteriormente propone soluciones a los 
siguientes problemas, que en su opinión son las menos controversiales: 

Problema 1. En un juego pactado a 60 puntos, A ha ganado 10 y B ninguno. ¿Cómo 
debería distribuirse la apuesta si cada jugador apuesta 22 ducados? 

La solución que Tartaglia propone es la siguiente: puesto que los puntos que A tiene son 1/6 
de los requeridos para ganar el juego, debe tomar 22/6 de la cantidad aportada por el 
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jugador B; en consecuencia, al jugador A le corresponden en total 22+22/6, es decir, 25 2/3 
ducados. 

Problema 11. Bajo las mismas condiciones del juego anterior, A tiene 50 puntos y B tiene 
30puntos. ¿Cómo debería distribuirse la apuesta? 

Para esta situación, Tartaglia considera la diferencia de los puntos que tienen A y B, esto es, 
50-30=20 puntos, y propone que A tome 20/60 =1/3 de la aportación de B. Entonces, al 
jugador A le corresponden en total 22+22/3=29 1/3 ducados. 

Las objeciones al procedimiento de Tartaglia saltan a la vista. Por ejemplo, si A tiene 50 
puntos y B tiene 40, de acuerdo a Tartaglia al primero le corresponden 25 ducados con 2/3, 
la misma cantidad que en el Problema I, lo cual es objetable pues A “está a punto” de 
llevarse el monto total de la apuesta, mientras que en la situación del Problema I, el juego 
apenas empieza y está lejos de decidirse. 

Ambas soluciones, la de Pacioli y la de Tartaglia, son incorrectas; el error consiste en que 
los procedimientos se centran en los puntos que han obtenido los participantes y no toman 
en cuenta las posibilidades (probabilidades) que tienen de ganar. En resumen, la fuente de 
confusiones y errores proviene de abordar el Problema de los Puntos como un problema de 
“aritmética combinatoria” y de no relacionarlo con el emergente cálculo de probabilidades. 
La contribución de Pascal y Fermat fue notar la relación entre el Problema de los Puntos y 
los juegos de azar. 

UN GRAN MOMENTO EN LA HISTORIA DE LA PROBABILIDAD 

El Caballero de Méré (1607-1684), hombre culto e influyente en la corte de Luis XIV, 
conoció y mantuvo correspondencia con muchos científicos de la época, incluidos entre 
ellos Pascal, Fermat y Huygens. En 1654, el Caballero de Méré plantea a Pascal el Proble¬ 
ma de los Puntos, el cual, se supone, dio origen a la correspondencia (cuatro cartas) entre 
Fermat y Pascal. 

Pascal, en su carta dirigida a Fermat con fecha 29 de julio de 1654, considera el siguiente 
caso del Problema de los Puntos: 

Dos jugadores han pactado el juego a tres rondas y cada uno apuesta 32 pistolas; el 
primero ha ganado dos veces y el segundo solamente una vez. 

La argumentación de Pascal para encontrar la distribución justa de la apuesta es la 
siguiente: 

“... si ellos juegan otra ronda y el primero gana, este se lleva toda la apuesta, esto es, las 64 
pistolas; si el otro gana, entonces cada uno tiene dos rondas a su favor, en cuyo caso, si 
desean parar el juego, cada uno deberá tomar su propia apuesta, esto decir, 32 pistolas. 
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Entonces, si el primer jugador gana, este se queda con las 64 pistolas, si pierde se queda con 
32 solamente. Luego, si ellos no desean correr el riesgo de una última ronda y desean 
separarse del juego, el primer jugador argumentaría lo siguiente: Estoy convencido que me 
corresponden 32 pistolas, aún cuando pierda la ronda, ellas me pertenecen; con relación a 
las otras 32, existen las mismas posibilidades de que sean para usted como para mí. 
Entonces dividamos estas 32 pistolas en partes iguales y deme una de ellas, así como las 32 
que de seguro son mías.” 

En resumen, al primer jugador le corresponden 48 pistolas y al segundo 16; en otras 
palabras, Pascal propone que la apuesta se divida de acuerdo a las probabilidades que 
tendrían los jugadores de ganar en caso de que el juego continuara. 

En la misma carta, Pascal encuentra la distribución justa de la apuesta para otros casos 
usando el mismo tipo de argumentos. Es impactante la simplicidad de sus argumentos, pero 
son poco adecuados para usarse en casos más complicados. 

La carta original de Fermat, en la que se supone describe su método de solución, se 
extravió; sin embargo, sus argumentos se han podido reconstruir de una carta que Pascal 
envió a Fermat el 24 de agosto de 1654. El problema que Fermat se plantea es el siguiente: 

Dos individuos, Ay B, que participan en una serie de juegos se encuentran en la situación 
de que el primero necesita ganar dos juegos y el segundo tres para ganar la apuesta; 
¿cómo podemos encontrar la distribución justa de la apuesta? 

Es interesante notar que en la formulación del problema, Fermat ya no hace referencia a los 
juegos ganados que tiene cada individuo sino a la cantidad de juegos que le falta a cada uno 
para llevarse la apuesta completa. La solución de Fermat es la siguiente: El juego puede 
continuarse a lo más en cuatro rondas. ¿Cuáles son los resultados posibles para estas cuatro 
rondas? Indiquemos con el símbolo “+” las victorias de A y con el símbolo las victorias 
de B. Existen 16 resultados posibles, los cuales se describen en siguiente tabla. 


1 

2 

3 


5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

+ 

+ 

+ 

+ 

- 

+ 

+ 

- 

+ 

- 

- 

- 

- 

- 

+ 

- 

+ 

+ 

+ 

- 

+ 

+ 

- 

+ 

- 

+ 

- 

- 

- 

+ 

- 

- 

+ 

+ 

- 

+ 

+ 

- 

+ 

+ 

- 

- 

+ 

- 

+ 

- 

- 

- 

+ 

- 

+ 

+ 

+ 

- 

- 

- 

+ 

+ 

+ 

+ 

- 

- 

- 

- 


De los 16 resultados posibles, las primeros 11 favorecen a A y los restantes a B. En 
consecuencia, al jugador A le corresponden 11/16 de la apuesta y a B le corresponden 5/16. 
Es decir, la distribución justa de la apuesta es 11:5. 

Posteriormente, Pascal da una solución general al Problema de los Puntos para juegos en 
los que participan dos personas, apoyándose en resultados sobre el triángulo aritmético que 
había obtenido en 1653. Así pues, tenemos que Pascal dio dos soluciones al Problema de 
los Puntos: una para casos particulares y otra general, que en su opinión diferían de la 
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solución de Fermat. En perspectiva, podemos afirmar que en esencia estos métodos 
coinciden. 

La siguiente contribución importante para la conformación de la Teoría de la Probabilidad 
se debe a Christiaan Huygens (1629-1695) quien visitó Francia en 1655 atraído fuertemente 
por las investigaciones recientes de Pascal y Fermat con relación a una “nueva clase de 
problemas”, entre ellos, el Problema de los Puntos. Huygens no tuvo conocimiento de las 
soluciones y los procedimientos que usaron Pascal y Fermat en el Problema de los Puntos, 
pero se decidió a estudiarlos por su propia cuenta. Los resultados de sus reflexiones dieron 
nacimiento al tratado “De Ratiociniis de Ludo Aleae” que se publicó en 1657. En este 
trabajo Huygens resuelve el Problema de los Puntos de forma general con un método 
diferente a los empleados por Pascal y Fermat, introduciendo el primer concepto que 
distingue a la Teoría de Probabilidad de las otras ramas de la matemática: el concepto de 
valor esperado o esperanza matemática. 
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PRESENTACIÓN 


Desde la publicación de nuestro primer número, hace cuatro meses, de 
^Apuntes de 3-Cistoria de Cas Matemáticas, han ocurrido un par de 
situaciones que fortalecen la presencia y continuidad de esta revista. En primer 
lugar, se desarrolló un semestre más del Seminario de 3-Cistoría de Cas 
Matemáticas, a través del cual se impartieron, de enero a mayo, veintiocho 
conferencias sobre la Historia del Álgebra; estas charlas serán, sin duda, el núcleo 
para la redacción de varios artículos que habremos de publicar aquí. De hecho, 
nuestro quinto artículo, llamado EL ÁLGEBRA DE LA LÓGICA, es un producto de 
este ciclo de pláticas. 

Otro acontecimiento importante para la difusión de nuestra revista, es que 
ya cuenta con un sitio en internet. La dirección electrónica es 

http://fractus.mat.uson.mx/~tedi/apuntes/ 

y están todos ustedes invitados a visitarnos. En esta página se encuentran otras 
publicaciones del Taller Editorial del Departamento de Matemáticas de la 
Universidad de Sonora. También se puede ingresar a través de la página del 
Departamento de Matemáticas, utilizando las ligas que ahí se tienen: Ingresar a 

http://www.mat.uson.mx , 

luego señalar ENTRAR, enseguida Departamento de Matemáticas, luego 
Posgrado y, finalmente, Taller Editorial del Departamento de Matemáticas. 
Aprovechamos este espacio para agradecer al maestro Víctor Manuel Hernández 
Lizárraga su colaboración para la conformación de este sitio. 

En este número de Mpuntes de 3-Cístoria de Cas Matemáticas, presentamos 
un mosaico interesante de temas. En el primero de ellos, titulado El Siglo de la 
Geometría, el Dr. Martín Gildardo García Alvarado nos da una idea de por qué la 
última parte del siglo XVIII y la primera parte del XIX constituyen la época más 
prolífica para la geometría en toda la historia de las matemáticas; para ello se 
centra en las geometrías no euclidianas y hace mención de otras geometrías 
como la proyectiva, la descriptiva y la diferencial; es éste un artículo panorámico 
que, a pesar de su brevedad, presenta las ideas principales de las geometrías no 
euclidianas y a sus principales constructores. 

El segundo artículo aborda la vida de uno de los protagonistas principales en el 
descubrimiento de las geometrías no euclidianas: Nlkolal Lobachevskii. Su 
autora, la profesora Rosalinda Mena, nos plantea una visión de su vida, del medio 
en que desarrolló sus estudios y su trabajo, y algunas ideas acerca de éste. Su 



fuente principal, publicada en Moscú, es difícil de conseguir, por lo que resulta 
interesante la información que contiene. 

Otro de los protagonistas del descubrimiento de las geometrías no euclidianas fue 
Karl Friedrich Gauss; en El Príncipe de las Matemáticas, el maestro Francisco 
Armando Carrillo Navarro nos narra los acontecimientos principales de la vida y el 
trabajo de este personaje, uno de los más grandes matemáticos de todos los 
tiempos, cuya labor transformó totalmente varios de las ramas de las matemáticas, 
como el análisis complejo y la geometría diferencial. 

Como cuarto artículo presentamos la biografía de Karl Theodor Wilhelm 
l//e/ersfrass, escrita por el Dr. José Luis Díaz Gómez, donde se nos informa de 
los aspectos más sobresalientes de la vida y de la obra de este matemático que 
con su incansable trabajo y su indudable talento, logró trascender su condición de 
profesor de nivel medio para convertirse en uno de los principales impulsores del 
rigor matemático en el análisis y en la fundamentación del cálculo. 

En El Álgebra de la Lógica, nuestro penúltimo artículo, el maestro Francisco 
Cándido García Durán nos expone de una manera muy clara y sencilla la manera 
en que se llegó a la conformación del álgebra booleana, mencionando en este 
trayecto a Aristóteles, Leibniz, Peacock, De Morgan, Flamilton y Boole. Un artículo 
con información difícil de encontrar en una sola publicación. 

Finalmente, el maestro Francisco Javier Tapia Moreno nos presenta a La Dama 
del Álgebra, Emmy Amalie Noether, narrándonos las dificultades que tuvo que 
enfrentar para lograr tener una formación y un trabajo profesional en matemáticas, 
lo mismo que sus contribuciones a la teoría de anillos y a la relatividad. En fin, vale 
la pena enterarse del trabajo de esta mujer excepcional. 

Estamos seguros que el contenido de los seis escritos que presentamos a su 
consideración les brindarán un tiempo agradable de lectura y oportunidades 
múltiples para la reflexión. 


¡Que disfruten la lectura de estos artículos! 


Hermosillo, Sonora, México; a 29 de mayo del 2002. 


EL EDITOR, 


Marco Antonio Valencia Arvizu 
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EL SIGLO DE LA GEOMETRÍA 

Martín Gildardo García Alvarado 

Durante el Siglo XIX, al que nos referimos aquí como "El Siglo de la Geometría”, las 
matemáticas en general vieron una de las épocas más productivas y fructíferas; una 
rama particularmente enriquecida durante este período fue la geometría. 
Comentaremos aquí sobre algunos de los tópicos que fueron generados y/o impulsados 
durante este siglo: Iniciamos con una breve descripción del problema de las paralelas 
(Secciones 1 y 2), después nos detendremos a revisar algunas cuestiones de geometría 
no euclidiana (Secciones 3, 4, 5 y 6) y terminaremos haciendo un breve apunte sobre 
otras ramas de la geometría (Sección 7). 


1. LOS ELEMENTOS DE EUCLIDES. 

La geometría es un área de fundamental importancia en las matemáticas. Sus inicios se 
remontan seguramente hasta las primeras etapas de la civilización humana. Los Elementos 
de Euclides de Alejandría es una obra escrita alrededor del año 300 a. de C. que recopila, en 
13 libros, los conocimientos matemáticos que se habían generado en más de 2000 años. 
Una parte sustancial de esta obra es de naturaleza geométrica. Los libros del I al VI tratan 
con geometría plana. En los libros del VII al IX se hace una exposición de la teoría de 
números. El libro X es un estudio sobre números irracionales y los libros de XI al XIII son 
un tratado de geometría tridimensional. 

La importancia que los Elementos de Euclides han tenido en el desarrollo matemático y 
científico en general, puede apreciarse con el comentario que B. L. Van der Waerden hace 
en la Encyclopaedia Britannica: “Casi desde que fueron escritos y hasta nuestros días, los 
Elementos han ejercido una influencia continua y creciente sobre el pensamiento científico. 
Fueron la primera fuente de razonamiento, teoremas y métodos geométricos, por lo menos 
hasta el siglo XIX, en que aparecieron las geometrías no euclidianas. A veces se afirma 
que, después de la Biblia, es posible que los Elementos sean la obra más traducida, 
publicada y estudiada de la civilización occidental.” 

Los Elementos empiezan con una serie de definiciones y cinco postulados en los que se 
basan todas las demostraciones de los teoremas presentados por Euclides. Los primeros tres 
postulados se refieren a construcciones geométricas (por ejemplo, el primer postulado 
establece que es posible trazar una única línea recta que pase por dos puntos diferentes). 
Los postulados cuarto y quinto son de naturaleza diferente. El cuarto establece que todos 
los ángulos rectos son iguales. Esta idea implica que las propiedades geométricas de una 
figura son independientes de la posición en que se coloque en el espacio. El famoso quinto 
postulado, llamado “postulado de las paralelas” dice (más o menos): 
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Si una recta que intersecta a dos rectas hace que los ángulos interiores de un mismo lado sumen 
menos de dos rectos, entonces, si las dos rectas se prolongan indefinidamente, se intersectarán en 
el lado en que la suma de los ángulos Interiores es menor de dos rectos. 

La decisión de Euclides de tomar esta idea como un postulado dio origen a la geometría 
euclidiana. Es claro que el quinto postulado es, digamos, de naturaleza diferente que los 
otros cuatro. Aparentemente, este postulado no satisfacía del todo a Euclides y trató de 
evitar usarlo tanto como le fue posible. De hecho, las primeras 28 proposiciones de los 
Elementos se demuestran sin recurrir al quinto postulado. 


2. EL QUINTO POSTULADO. 

Es inmensa la lista de personas que, a lo largo de muchos siglos, dedicaron considerables 
esfuerzos a intentar probar, sin lograrlo, que el quinto postulado es consecuencia de los 
primeros cuatro. Muchas de estas “pruebas” se aceptaban como válidas durante largos 
períodos de tiempo, hasta que alguien terminaba por encontrar el error. Uno de los registros 
más antiguos en este sentido es el de Próculo (411-485) quien escribe un comentario sobre 
sus intentos, y, además, señala que una supuesta demostración de Ptolomeo es falsa, y 
procede a dar su propia “demostración”, que resulta también ser falsa. Sin embargo, 
Próculo propone el siguiente postulado, equivalente al quinto de Euclides: 

Dados una recta y un punto no contenido en la recta, existe una y sólo una paralela a la recta dada 
que pasa por el punto dado. 

(Este enunciado es llamado, a veces Axioma de Playfair. Y es que, en 1756, R. Simson, de 
la Universidad de Glasgow, Escocia, publicó una edición de los Elementos en la que se dio 
una “demostración” del quinto postulado basándose en otra suposición. En 1795 John 
Playfair demostró que la “demostración” de Simson era falsa usando el postulado de 
Próculo. A partir de entonces, al postulado de Próculo se le llamó “Axioma de Playfair.” Es 
decir, resulta que el axioma de Playfair ... no es de Playfair. Bueno, en fin, ...) 

En 1697, el Jesuita Girolamo Saccheri produjo uno de los más notables intentos de de¬ 
mostración del quinto postulado. La importancia del trabajo de Saccheri reside en el hecho 
de que supuso que el quinto postulado es falso e intentó obtener una contradicción. Ocurrió 
que no sólo no obtuvo contradicción alguna sino que obtuvo, sin darse cuenta del alcance 
que podría tener lo que estaba haciendo, varios teoremas pertenecientes a lo que hoy 
conocemos como geometrías no euclidianas. 

Legendre (1752-1833) pasó 40 años trabajando en el problema de las paralelas. Su trabajo 
aparece en el apéndice de su libro Éléments de Géométrie. Legendre demostró que el quinto 
postulado es equivalente a la afirmación: 

La suma de los ángulos Internos de un triángulo es Igual a dos rectos. 

Durante los siglos XVII y XVIII la geometría elemental estuvo tan avocada al problema del 
postulado de las paralelas que D’Alembert, en 1767, lo llamó el escándalo de la geometría. 
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3. GEOMETRÍAS NO EUCLIDIANAS. 


La primera persona que entendió lo que estaba ocurriendo con el problema de las paralelas 
fue J. K. F. Gauss (1777-1855) quien, en 1792 (cuando tenía sólo 15 años de edad) empezó 
a trabajar sobre el problema de demostrar el postulado de las paralelas a partir de los otros 
cuatro. En 1813 (es decir, después de 21 años), había tan poco progreso que escribió: “en la 
cuestión de las paralelas no estamos ahora más adelantados que Euclides; ésta es una parte 
vergonzosa de las matemáticas...” Para 1817 Gauss estaba convencido de que el quinto 
postulado era independiente de los otros cuatro y empezó a trabajar sobre las consecuencias 
geométricas que tendría el suponer que es posible trazar más de una paralela a una recta 
dada por un punto dado. Gauss discutió sobre el problema de las paralelas con su amigo el 
matemático Farkas Bolyai, quien escribió varias pruebas falsas del postulado. Farkas 
Bolyai enseñó matemáticas a su hijo, Janos Bolyai, pero a pesar de haberle aconsejado que 
“no gastara ni una hora de su tiempo en ese problema”, Janos trabajó intensamente en él. 


En 1823 Bolyai escribió a su padre diciéndole: “he descubierto cosas tan maravillosas que 
estoy sorprendido... Partiendo de la nada he creado un mundo nuevo y extraño.” Bolyai 
publicó sus descubrimientos en un apéndice de 24 páginas en un libro de su padre. Después 
de leer el trabajo de Bolyai, Gauss se mostró muy impresionado (“Yo considero que este 
joven geómetra Bolyai es un genio de primer nivel...”, le escribió a un amigo). En cierto 
sentido, Bolyai sólo supuso que era posible la existencia de una nueva geometría, pero es 
precisamente el reconocimiento de esta posibilidad lo que constituye una significativa 
aportación por parte de Bolyai. Gauss manifestó que él había llegado, varios años antes, a 
las mismas conclusiones de Bolyai, pero que había decidido no publicarlas. Aunque esta 
afirmación de Gauss es, sin lugar a dudas, cierta, no representa demérito alguno al logro de 
Bolyai, así como tampoco lo representa el hecho de que Lobachevski publicara, en 1829, 
sus trabajos sobre geometría no euclidiana. Ni Bolyai ni Gauss tenían noticias sobre los 
trabajos de Lobachevski debido, principalmente, a que fueron publicados en ruso en la 
revista El Mensajero de Kazán, editada de manera local por una universidad (El intento de 
Lobachevski por alcanzar una audiencia más grande no tuvo éxito cuando su trabajo fue 
rechazado por Ostrogradski.). La exposición más completa del trabajo de Lobachevski se 
publicó bajo el título Investigaciones Geométricas Sobre el Problema de las Paralelas. La 
publicación de una versión de este trabajo en francés en la revista Crelle, en 1837, permitió 
que las revolucionarias ideas de Lobachevski fueran conocidas por una amplia audiencia. 


D’ 



'W I G’ 


Lobachevski hace la siguiente descripción del 
diagrama que aparece a la izquierda. 

AD es perpendicular a BC. AE es perpendicular a 
AD. Dentro del ángulo EAD algunas rectas 
(como AF) intersectarán a BC. Supongamos que 
AE no es la única recta que no intersecta a BC y 
sea AG otra de tales rectas. AF es una recta 
cortante y AG es una recta no cortante. Debe 
haber una frontera entre las rectas cortantes y las 
no cortantes. Podemos toma a AH como esta 

fi'Antaro 


I E’ 

Fisura 1. 
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Un elemento básico en la teoría geométrica desarrollada por Lobachevski es la noción de 
rectas paralelas, que definió de la manera siguiente: 

El conjunto de rectas que, en un plano, pasan por un punto, puede se dividido, con referencia a 
una recta dada en el mismo plano, en dos clases: cortantes y no cortantes. Las rectas que 
constituyen la frontera de estas dos clases serán llamadas paralelas a la recta dada. (Figura 1.) 

Después, Lobachevski reemplaza el quinto postulado de Euclides por el siguiente: 

Postulado de las paralelas: Por cada punto exterior a una recta dada pasan dos paralelas. 

Es importante señalar que, hasta donde sabemos, no se ha probado que las descrip- ciones 
de Bolyai o la de Lobachevski de la nueva geometría sean consistentes. De hecho, en este 
sentido no hay mucha diferencia con lo que ocurre con la geometría de Euclides, aunque los 
ya muchos siglos de trabajo con la geometría euclidiana son suficientes para tener la 
esperanza de que nunca aparecerá una contradicción. 

En 1868 Eugenio Beltrami (1835-1900) escribió un Ensayo sobre la Interpretación de la 
Geometría no Euclidiana en el que se presentaba un modelo de geometría no euclidiana 
bidimensional dentro de la geometría euclidiana tridimensional. La base del modelo es la 
superficie de revolución que se genera al rotar una tractriz sobre su asíntota. Esta superficie 
es llamada pseudoesfera. En este modelo se satisfacen los primeros cuatro postulados de 
Euclides pero no el quinto. El modelo de Beltrami fue completado por Félix Klein (1849- 
1925) en 1871. 

LA GEOMETRÍA ELÍPTICA DE RIEMANN 

G. F. B. Riemann (1826-1866) escribió su tesis doctoral bajo la dirección de Gauss y dio 
una conferencia inaugural el 10 de junio de 1854 en la que presentó una reformulación de la 
geometría que él consideró como un espacio equipado con una estructura que permite hacer 
mediciones de cantidades como longitudes, áreas y ángulos. Esta conferencia se publicó 
hasta 1868, es decir, dos años después de su muerte, pero tuvo una profunda influencia 
sobre el desarrollo de la geometría. Riemann también expuso una geometría “esférica.” El 
modelo para esta geometría es una esfera en la que los círculos máximos son considerados 
como las líneas rectas. En esta geometría, cada recta a través de un punto P no contenido en 
la recta AB intersecta a la recta AB. En esta geometría es posible la no existencia de 
paralelas. 


3. MODELOS DE GEOMETRÍA HIPERBÓLICA. 

Vamos a presentar tres modelos de geometría hiperbólica: el de Poincaré, el del semi- plano 
superior y el de Klein-Beltrami. Estas son estructuras inmersas en el espacio euclidiano de 
dimensión dos. Los modelos de Klein-Beltrami y de Poincaré son modelos finitos y el del 
semiplano superior es infinito. 
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EL MODELO DE POINCARÉ 

El modelo de Poincaré consiste en un disco abierto D en el que las líneas rectas se 
representan mediante arcos euclidianos que intersectan perpendicularmente a la frontera de 
D. La Figura 2 muestra algunas rectas en el modelo de Poincaré; en esta figura: l, m y n 
intersectan ortogonalmente a la frontera de D. Las rectas m y n no son paralelas pues 
tienen un punto en común. I y n son divergentemente paralelas, lo que significa que estas 
rectas no tienen puntos en común ni en D ni en la frontera de D. I y m son rectas 
asintóticámente paralelas, lo que significa que tienen un punto en común que no está 
contenido en el modelo. 


D 



Figura 2 

En este modelo el ángulo entre dos rectas que se intersectan es el ángulo (euclidiano) entre 
las tangentes a los correspondientes arcos euclidianos. Por ejemplo, para determi- nar el 
ángulo entre las rectas no euclidianas AB y BC (véase la Figura 3), trazamos las tangentes 
euclidianas BA ’ y BC’ a los arcos en el punto de intersección y medimos el ángulo A ’BC’. 
El ángulo entre las rectas no euclidianas AB y BC es, por definición, el ángulo euclidiano 
ABC'. Esta definición de ángulo tiene sentido pues este modelo se obtiene mediante una 
transformación conforme del plano euclidiano. 

El elemento de arco en el modelo de Poincaré es 


1 — |z 

La distancia entre puntos en el modelo de Poincaré se calcula de la siguiente manera. Sean 
P y Q dos puntos en D (véase la Figura 4). Estos dos puntos determinan una única recta no 
euclidiana en D que se aproxima a la frontera de D en los dos puntos euclidianos Ay B. 



Figura 3 
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Figura 4 
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Nótese que A y B no son puntos en D pues están en la frontera de D. Si \PA\, \PB\, \QA\ y 
1251 denotan las distancias euclidianas de P a A, etcétera, entonces, la distancia (no 
euclidiana) de P a Q se calcula mediante 


d(P,Q) 


\PA\!\PB\ 
11 1 QA I / I QB I 


EL MODELO DEL SEMIPLANO SUPERIOR 

El modelo del semiplano superior es atribuido a H. Poincaré. Este modelo consiste de todos 
los puntos en el semiplano superior del plano de coordenadas cartesianas XY sin incluir los 
puntos del eje X. Las rectas en este modelo son semicírculos euclidianos cuyos centros 
están sobre el eje X y las semirrectas euclidianas verticales, a las que podemos considerar 
como arcos de círculos de radio infinito. En la Figura 5, k es un ejemplo de tales rectas. 

En el modelo representado en la Figura 5, las rectas l y n se intersectan, así que no son 
paralelas. Las rectas k , n y m son divergentemente paralelas, pues no se intersectan ni en el 
semiplano ni en su frontera. Las rectas k y l son asintóticámente paralelas, pues se 
intersectan en la frontera, que, por construcción, no está incluida en el modelo. 



Figura 5 

Este modelo también se obtiene mediante una transformación conforme del plano. Por esta 
razón el ángulo entre dos rectas no euclidianas es el ángulo que forman las 
correspondientes rectas euclidianas tangentes en el punto de intersección. 

El elemento de arco para el modelo del semiplano superior es 

, I dz I 

Im[z] 

La distancia entre dos puntos en el modelo se calcula de la siguiente manera. Consi¬ 
deremos una recta euclidiana fija ST en un plano euclidiano. Sin pérdida de generalidad 
podemos suponer que ST es el eje X del plano euclidiano. Sean P y Q dos puntos en el 
semiplano superior (véase la Figura 6). 
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Si la única recta no euclidiana que pasa por P y Q es un semicírculo, entonces intersectará a 
la recta ST en dos puntos euclidianos A y B. En este caso, la distancia no euclidiana entre 
los puntos P y Q está dada por 


d(P,Q) 


\PA\!\PB\ 
11 1 QA I / I QB I 


Si la única recta no euclidiana es una semirrecta euclidiana vertical, entonces intersectará a 
ST en un punto A 2 . En este caso la distancia no euclidiana será 


d(P,Q) 


, I PA I 

ln- 

I QA I 


EL MODELO DE KLEIN-BELTRAMI 

El modelo de Klein-Beltrami para una geometría hiperbólica consiste en un disco abierto D 
en el que las “rectas” son cuerdas euclidianas cuyos extremos están en la frontera de D. 



En la Figura 7, l y n son rectas no paralelas (se intersectan); m y n son rectas 
divergentemente paralelas, es decir, no tienen punto alguno en común. Las rectas l y m 
son asintóticámente paralelas, lo que significa que las cuerdas se intersectan en la frontera 
del disco que, por construcción, no está incluida en el modelo. De manera que las rectas l y 
m no se intersectan en el espacio hiperbólico, es decir, son paralelas. La medición de 
ángulos en el modelo de Klein-Beltrami es muy complicada. Este modelo es conforme sólo 
en el origen. Es decir, sólo en el origen es posible medir ángulos usando un transportador. 
Existe un isomorfismo entre los modelos de Poincaré y de Klein-Beltrami (véase la sección 
siguiente) que permite hacer mediciones de ángulos con relativa facilidad. El isomorfismo 
en cuestión transforma ángulos en el modelo de Klein-Beltrami en ángulos congruentes en 
el disco de Poincaré, de manera que para medir ángulos en el modelo de Klein-Beltrami 
transformamos, usando el isomorfismo, las dos rectas involucradas en el modelo de 
Poincaré y tomamos la medida euclidiana del ángulo de intersección de las tangentes en el 
disco de Poincaré. 

Si P y Q son los dos extremos de la cuerda que pasa por los puntos X y Y en el disco de 
Klein-Beltrami, la distancia no euclidiana entre X y Y se calcula mediante 

d(X,Y) = ^ 


h TO) 
( YP)(XO ) 
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donde, por ejemplo, ( XP ) es la distancia euclidiana entre los puntos X y P. 


5. ISOMORFISMOS ENTRE LOS MODELOS. 

Los diferentes modelos de geometrías hiperbólicas (los que hemos presentado aquí, así 
como otros que hemos omitido; por ejemplo, el modelo de Minkowski) son equivalentes, 
en el sentido de que existen funciones que transforman un modelo en el otro, de manera que 
las nociones de objetos geométricos como puntos, rectas, ángulos y distancias se preservan. 
En la Figura 8 presentamos esquemáticamente algunas de estas transformaciones. 

6. GEOMETRÍA RIEMANNIANA. 

En 1854, en una conferencia titulada “Über die Hypothesen welche der Geometrie zu 
Grunde Liegen ” (Sobre las Hipótesis que Forman los Fundamentos de la Geometría), 
Bemhard Riemann presentó una visión comprensiva de la geometría. Conciente de las 
limitaciones que presentaba la geometría euclidiana, formuló una geometría no euclidiana 
que hoy conocemos como geometría elíptica. Al parecer, Riemann no sabía que 
Lobachevski y Bolyai habían demostrado la posibilidad de construir una geometría 
consistente sin tomar en consideración el quinto postulado de Euclides. De hecho, el 
trabajo de Riemann constituye una alternativa a los sistemas de geometría no euclidiana de 
Lobachevski y Bolyai. Por ejemplo, en geometría euclidiana, dos rectas son paralelas sí son 


Poinraré 



Figura 8 
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equidistantes; en geometría elíptica las paralelas no existen. En la euclidiana, la suma de 
los ángulos interiores de un triángulo es igual a dos rectos; en la elíptica, la suma es mayor 
que dos rectos. En la euclidiana es posible tener polígonos similares con diferentes áreas; 
en la elíptica no existen dos polígonos similares con diferentes áreas. Básicamente, la 
geometría riemanniana estudia las propiedades de un espacio de dimensión n equipado con 
un sistema de coordenadas x' = (x 1 , x 2 ,..., x ") en el que está definida una forma cuadrática 


diferencial, llamada métrica (o elemento de arco), mediante 

r -)l/2 


ds = 


YuSik (x')dx'dx k 

1 <i,k<n 


2 

Los n coeficientes g¡k son las componentes de un campo tensorial simétrico covariante de 
orden dos, llamado tensor fundamental. 


Esta geometría se reduce a la geometría euclidiana si ds = \.lx ] ) 2 h— (dx") 2 . Si 
x(t) = x 1 ( t),a <t <b es una curva en este espacio, la longitud de arco se calcula mediante 


v 

-J, 



dx 

dx 1 

/ ; & ik 
i,k 

dt 

dt 


dt. 


A las curvas que son la conexión más corta entre dos puntos se les llama geodésicas. 
La longitud de un vector A J se calcula mediante 


M= 




y el ángulo# entre dos vectores A' y B k (de longitudes no nulas) está dado por 

Y J g,r'B t 

eos 6 = 


a Ib 


Es muy complicado presentar de manera informal y breve, con las limitaciones naturales de 
escrito como el presente, un panorama medianamente completo de una teoría tan extensa y 
rica como lo es la geometría riemanniana. En esta sección hemos tratado de indicar cómo se 
define ésta y cómo se realizan las mediciones de las principales magnitudes (longitud de 
arco, norma, ángulo entre vectores). Para dejar este tema queremos comentar que un 
indicador del nivel de importancia de la geometría riemanniana está en el hecho de que 
jugó un papel fundamental en el desarrollo de la teoría de la relatividad en la que el espacio 
riemanniano es el universo físico (de dimensión 4) equipado con la métrica 
ds 2 = co[ +co j +co¡ - col (co v co 2 ,co 2 ,co A formas diferenciales lineales). Las componentes 
gik del tensor fundamental están determinados por el potencial gravitacional. En este 
espacio las trayectorias seguidas por los rayos de luz son curi’as nulas, definidas por la 
ecuación diferencial ds 2 = 0, mientras que las trayectorias de partículas, sin la acción de 
fuerzas extemas, son las geodésicas. En este sentido, la geometría del espacio no está 
definida a priori sino que está determinada por la distribución de materia en el universo. Se 
han hecho muchos intentos, alguno por el mismo Einstein en sus últimos años, para 
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desarrollar una teoría del campo unificado en la que tanto el campo gravitacional como el 
electromagnético se puedan explicar a partir de una misma base. Esto lleva a una 
generalización de la geometría riemanniana a geometrías como la de Weyl, la métrica de 
dimensión cinco, de Kaluza y la teoría de la relatividad proyectiva de Oswald Veblen. Sin 
embargo, no se han obtenido resultados conclusivos en este sentido. 

Para cerrar esta sección diremos que Félix Klein demostró que las únicas geometrías no 
euclidianas posibles son la hiperbólica, la de Lobachevski, y la elíptica, de Riemann. 


7. OTRAS GEOMETRÍAS. 

Durante el siglo XIX se desarrollaron otras geometrías, entre las que se pueden apuntar las 
siguientes. La geometría descriptiva, desarrollada inicialmente por Gaspard Monge (1746- 
1818) en la memoria Géométrie Descriptive, publicada en 1799. Monge es también 
considerado el padre de la geometría diferencial debido a su obra Application de l’analyse 
a la géométie, en la que introduce el concepto de líneas de curvatura de una superficie en el 
espacio euclidiano tridimensional. En 1822, Jean Victor Poncelet (1788-1867) publicó 
Traité des propriétés projectives des figures, que es un estudio de aquellas propiedades 
geométricas que permanecen invariantes ante proyecciones. Este trabajo contiene las ideas 
fundamentales de la geometría proyectiva, tales como los conceptos de razón cruzada, 
involución y puntos circulares al infinito. En el siglo XVII los matemáticos franceses René 
Descartes y Pierre de Fermat estudiaron las secciones cónicas y determinaron que éstas 
satisfacían ecuaciones algebraicas de orden dos en dos variables. Posteriormente Isaac 
Newton estudió ecuaciones polinomiales de orden tres y clasificó los lugares geométricos 
correspondientes, las cúbicas, en 72 clases. De modo que Descartes, Fermat y Newton 
pueden considerarse como los iniciadores del estudio de curvas algebraicas planas, un 
tópico básico en geometría algebraica. Esta disciplina se enriqueció durante el siglo XIX 
con los trabajos de H. G. Zeuthen (1839-1920) y P. E. Appell (1835-1930), entre muchos 
otros. 
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NIKOLAI LOBACHEYSKII 

Rosalinda Mena Chavarría 


La educación tiene por tarea esencial inculcar la alegría de vivir, porque vivir es 
sentir, gustar, ensayar algo nuevo, cultivar todas las facultades espirituales, todos 
los dones, todas las pasiones; porque nada es más miserable que la apatía, la 
ausencia de imaginación, y el desamor a lo bello. Lobachevskii 


SU ORIGEN 

Generalmente se acepta que Nikolai Ivánovich Lobachevskii nació el día primero de 
diciembre de 1792 en Nizhny Novgorod, Rusia, aunque P.P. Pertsov, considera que nació 
en Viazovuie, pueblo del Volga a unos 35 kilómetros de Kazán. El apellido de 
Lobachevskii proviene de su padre, el registrador Iván Marksímov. Cabe pensar que el 
padre de Lobachevskii contrajo matrimonio con su madre, Praskovia Aleksándrovna, en 
1789 o en 1790. 

La vida de Lobachevski está íntimamente unida a los primeros 50 años de la Universidad 
de Kazán. La historia de ese centro contiene muchos datos valiosos sobre Lobachevskii. 
Zagoskin, profesor de la Universidad de Kazán, escribió tal historia a petición del Consejo 
de la Universidad de Kazán con motivo del centenario de ese establecimiento, hecho que se 
festejaba en 1904. Es una obra muy ambiciosa que consta de cuatro grandes volúmenes. 
Los cuatro volúmenes contienen numerosas informaciones sobre la primera mitad de la 
vida de N. I. Lobachevskii. 

La herencia manuscrita de Lobachevskii comprende dos manuales o libros de texto: de 
geometría y de álgebra; una libreta o cuaderno de gran formato y varias hojas de notas 
matemáticas, así como también algunas cartas de Lobachevskii a I. E. Velikopolski y al 
conde M. N. Musin Pushkin, protector de los centros docentes de Kazán 

Kazán era en esa época un gran centro administrativo y comercial del Este de Rusia; 
cabecera del territorio del Volga y del Kama, así como el único camino a través del cual se 
efectuaba el comercio con toda Rusia del Nordeste, Siberia y los países orientales. Era el 
principal centro intelectual. Hasta mediados del siglo XVIII, los centros docentes de Kazán 
eran casi exclusivamente religiosos. Era una ciudad grande para su época, muy animada y, 
según la opinión de sus contemporáneos, extraordinariamente pintoresca. Al iniciar el siglo 
XIX, Kazán tenía entre 20,000 y 25,000 habitantes. 
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SUS ESTUDIOS 

Por decreto del Senado, con el fin de prepararar estudiantes para que ingresaran a las 
Universidades de Moscú y San Petersburgo, se impulsó la fundación de gimnasios, y el 
primero de la región fue el gimnasio de Kazán, centro de enseñanza general de nuevo tipo y 
de categoría superior, inaugurado en 1759, donde más tarde recibió enseñanza media N. I. 
Lobachevskii. 

Además de las materias elementales y generales, se enseñaban en el gimnasio las lenguas, 
como latín, francés y alemán; lógica y filosofía práctica; geometría y trigonometría; 
mecánica, hidráulica, física, química, historia natural, agrimensura y arquitectura civil; 
derecho práctico, artillería, arte de las fortificaciones y táctica, a las cuales se agregaban 
dibujo, música, esgrima y danza. “El gimnasio de Kazán ama tanto la memoria de 
Lobachevskii porque ve en él una gran fuerza rusa que, después de haber conocido en 
primer lugar la pobreza, logró desarrollarse para el bien de la sociedad rusa y de la ciencia 
universal”. 

Por otra parte, el 5 de noviembre (o el 17 de noviembre con el calendario actual) de 1804, 
el zar Alejandro I aprobó la Carta de creación de la Universidad de Kazán. La sociedad de 
Kazán acogió este acontecimiento con poco entusiasmo, de modo que, en sus primeros 
años, el destino de la universidad dependía particularmente del protector de los centros 
docentes de Kazán y del rector de la universidad. Los estatutos de la Universidad de Kazán 
eran los mejores que hubieran podido tener las universidades rusas en esa época. 

Se logró atraer un número considerable de profesores del extranjero, sobre todo de 
Alemania; de entre ellos, Bartels jugó un papel importante tanto en la instrucción de 
Lobachevskii como en toda su actividad científica. L.K. Bronner e I. A. Littrow también 
ejercieron influencia en su formación y en su concepción del mundo. 

Aksákov describe el entusiasmo que reinaba entonces, tanto en el gimnasio como en la 
Universidad de Kazán: 

“Una alegría bulliciosa animaba a todo el mundo. Nos abrazábamos, nos 
felicitábamos mutuamente, prometiendo aprender, con un celo infatigable, todo lo que 
ignorásemos, para que algunos meses más tarde pudiéramos consideramos verdaderos 
estudiantes. No podemos evocar sin placer y respeto el extraordinario amor por la 
instrucción y las ciencias que animaba entonces a los alumnos de las clases finales del 
gimnasio. Los estudios se proseguían tanto de día como de noche. Todos los alumnos 
adelgazaban. Todos tenían mal aspecto y la dirección se vio obligada a tomar medidas 
resueltas para enfriar un poco ese celo excesivo. El vigilante de servicio recorría los 
dormitorios toda la noche apagando las velas y deteniendo las conversaciones, porque en la 
penumbra los estudiantes recitaban de memoria las respuestas a las preguntas estudiadas. 
Los propios profesores también fueron ganados por el ardor de sus alumnos y el 
aprendizaje se hacía no sólo en las clases, sino también en las horas de recreo y los días 
festivos. Grigori Ivánovich daba un curso de matemáticas aplicadas a los mejores 
estudiantes y su ejemplo fue seguido por los otros profesores. Todo ello continuó durante el 


16 



\J’ÍL \ J J'S 1YE :HIS'T0'RIJ\ T>T LJkS MJAT'ELMÁÍÚCJAS _ VOL. 1. NO. 2. MAYO 2002 

año que siguió a la apertura de la universidad. ¡Época maravillosa de un puro amor por los 
conocimientos, de un noble entusiasmo! 

Ingresó Lobachevskii en la Universidad a la edad de quince años y ya era capaz de leer las 
memorias científicas latinas, alemanas y francesas; terminó cuatro años más tarde. Estudió 
en la Universidad materias muy diversas: filosofía, historia, geografía, estadística general, 
historia antigua, griego y latín, literatura rusa, aritmética, álgebra, geometría, secciones 
cónicas, cálculo diferencial, cálculo integral y cálculo de las variaciones, geometría 
analítica, mecánica, estática, aerostática, hidrostática, hidráulica, física, química, historia 
natural, tecnología, derecho (natural, político y ruso). 

Los profesores Hermann, Bartels, Bronner y Renner solicitaron y obtuvieron del Consejo el 
grado de maestro para Lobachevski. El 3 de agosto de 1811, Lobachevski y su hermano 
Aleksei fueron confirmados en ese grado. De este modo terminaron los años de estudio de 
Lobachevski. Había adquirido vastos conocimientos, tanto en matemáticas como en física y 
astronomía; había adquirido amigos y mentores entre los profesores llenos de amor por la 
ciencia y que aspiraban a crear en Kazán una sólida escuela de matemáticas. 


SU TRABAJO 

En la primera obra del joven Gauss, titulada “Investigaciones aritméticas”, que salió a la luz 
en 1801, una parte está dedicada a la teoría de las ecuaciones binomiales, es decir, de las 
ecuaciones de tipo x-l=0. Lobachevksii estudió esta obra. En la introducción a su 
“Álgebra”, escribe: 

“La descomposición de las ecuaciones binomiales en un producto de factores, hace mucho 
honor a su inventor. Pero el espíritu sagaz de Gauss no percibió las propiedades de las 
raíces de ese género de ecuaciones que permiten encontrar su valor sin recurrir a la 
resolución de las ecuaciones completas. Lobachevskii, ofrece un procedimiento original. 

El programa de instrucción de Lobachevskii no comprendía obras de geometría, por lo 
visto, y él mismo, por su propia iniciativa, comenzó a estudiarla. 

A la edad de 21 años, Lobachevskii se convirtió en miembro del cuerpo docente de la 
Universidad de Kazán, como profesor adjunto. Desde que fue nombrado profesor adjunto, 
Lobachevskii se encargó de dar conferencias muy importantes a los estudiantes: sobre 
matemática elemental (aritmética, álgebra, geometría, trigonometría plana y esférica), sobre 
la teoría de los números y sobre el cálculo diferencial e integral. 

En esa época las matemáticas elementales tenían una gran importancia en la Universidad, 
porque los estudiantes de primer año estaban mal preparados en esa materia. 
Aparentemente se preparaba con el mayor cuidado, por lo cual tuvo que reconsiderar los 
propios fundamentos de las matemáticas, que fue, sin duda, lo que le llevó a escribir sus 
dos manuales, titulados “Geometría” y “Álgebra o cálculo de finitos”. 
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Lobachevskii enseñaba la teoría de los números según las obras de Gauss y de Legendre, y 
para sus clases de análisis, se apoyaba en las obras de Lacroix y Monge. 

Bartels y Lobachevskii pertenecían a la escuela de Gauss y de Cauchy, que buscaba el rigor 
en los fundamentos y en las demostraciones de las matemáticas. Este hecho explica muchas 
cosas en cuanto a la propia manera en que Lobachevskii presentó los problemas que le 
ocupaban y la forma en que los resolvió. 

El 7 de julio de 1816, a pesar de cierta oposición, Lobachevskii y Símonov fueron 
nombrados profesores extraordinarios. En la primavera de 1819 Lobachevskii tenía 
efectivamente el manuscrito de su obra “Fundamentos de la geometría”, pero no poseemos 
ninguna información acerca del contenido o el carácter de tal obra, ni acerca de su destino. 

En la primera década del siglo antepasado, las tendencias reaccionarias del gobierno de 
Alejandro I pesaron sobre la vida de las universidades, y también sobre la de Kazán. Al 
principio, éstas se expresaron contra los estudiantes sospechosos. La brutal reacción que 
como una ola incontenible se extendió sobre toda Europa después de la derrota de la 
Revolución Francesa, también se reflejó fuertemente en la sociedad rusa. Rusia sufrió un 
yugo particularmente monstruoso y absurdo. 

“Así pues, no hay fenómeno más triste, más estéril y más absurdo que la reacción rusa 
durante la segunda mitad del reinado de Alejandro I. Se transformó en un penoso 
oscurantismo, una persecución del pensamiento, de la palabra, de la ciencia. El débil 
desarrollo social que apenas acababa de comenzar, se detuvo por largo tiempo”. La 
reacción europea alcanzó su punto culminante después de la conclusión de la famosa 
“Santa Alianza” entre los emperadores ruso, austríaco y el rey de Prusia, que se convirtió 
en una organización internacional la cual perseguía todo pensamiento libre. 

Es necesario hacer justicia a Lobachevskii que, a pesar de estas penosas condiciones, había 
utilizado esos años con el mayor provecho. El joven profesor debutante se había convertido 
en un profesor excepcional, perfectamente versado en varias ramas de las ciencias exactas, 
investido de la confianza del cuerpo profesoral y, además, un administrador provisto de una 
sólida experiencia en todos los dominios de la vida universitaria y de la actividad 
pedagógica. Además, en el transcurso de esos años de aislamiento, donde una actividad 
incesante del espíritu era su único refugio, Lobachevski escribió sus primeros trabajos 
científicos y creó el fundamento de su notable teoría. 


SU GEOMETRÍA 

En la Universidad de Kazán, se propuso a los profesores que presentaran sus libros de 
texto, e incluso los resúmenes que ellos habían compuesto, con el fin de publicarlos en 
calidad de manuales modelo, “clásicos”. 

Lobachevskii pertenecía al pequeño número de los que respondieron a esa llamada. En el 
verano de 1823 presentó un curso de geometría del que era autor, lo cual incita a pensar que 
eran sus “Fundamentos de Geometría". Les fue extraño que tomara el metro francés por 
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unidad de medida de las líneas rectas y la centésima parte del cuadrante, bajo el nombre de 
grado, como unidad de medida de los arcos del círculo. 

La noción de infinitamente pequeño introducida les parecía confusa; su geometría contiene 
los infinitésimos, pero bajo otro nombre y otra forma. En virtud de estas severas críticas, se 
le notificó a Lobachevskii, que no se podía publicar su geometría. Magnitski quería que el 
señor Lobachevskii rectificara la obra, cuyo manuscrito se consideró perdido hasta 
comienzos de 1898, año en que Zagoskin tuvo la suerte de encontrarlo en los archivos de la 
oficina del protector de la Universidad. 

Es necesario reconocer que el libro de Lobachevskii contenía errores en el capítulo acerca 
de la medida de los prismas. Las condiciones de igualdad de los prismas son falsas, donde 
surge la afirmación errónea de que todo paralepípedo puede ser dividido por un plano 
diagonal en prismas triangulares “idénticos” (es decir congruentes). Ese error remonta aún 
hasta Euclides. Cuando Lobachevski se convirtió en rector de la Universidad de Kazán y 
adquirió una influencia considerable, hubiera podido publicar su “Geometría”, pero se dijo 
que “si no lo ha hecho, es, con toda probabilidad, porque se dio cuenta de sus defectos al 
respecto”. “La Geometría” de Lobachevskii es una obra didáctica y, aunque haya sido 
desaprobada, no dejó de servir de manual a los estudiantes de la Universidad de Kazán. 

En el siglo XVIII, el manual de geometría eran los “Elementos de Euclides”, obra capital 
hasta el primer cuarto del siglo XX. Los artículos de D’Alembert consagrados a la 
Geometría, publicados en la “Enciclopedia”, se difundieron con amplitud, desde 1751, y en 
ellos no estimaba que los elementos de la geometría debiesen tratarse según el plan de 
Euclides; los autores los tomaban en consideración al componer nuevos “Elementos” de 
geometría. Citemos tres obras importantes aparecidas a finales del siglo XVIII y a 
comienzos del siglo XIX: el “Curso” de Bézout, los “Elementos” de Legendre y los 
“Elementos” de Lacroix. Estas obras se adaptan más o menos a la obra de D’Alembert. No 
existe la menor duda de que Lobachevskii conocía bien esas obras destacadas de geometría 
elemental, ya que se habían traducido al ruso. Estos materiales sirvieron de base a los 
puntos de vista de Lobachevskii sobre los fundamentos de la geometría y sobre su 
enseñanza. Aunque Lobachevskii se formó su propio punto de vista en cuanto a la 
estructura de los principios de la geometría, así como su propio sistema acerca de la 
argumentación de dicha estructura. Esto fue lo que lo condujo a sus grandes 
descubrimientos. 

Lobachevskii estimaba que la “geometría es la parte de las matemáticas puras que trata de 
los procedimientos de la medida del espacio”. Para la época, ese punto de vista métrico era 
progresista; estaba claramente dirigido contra la enseñanza según el sistema puramente 
formal de Euclides, que separaba la geometría de sus aplicaciones y la llevaba a una 
concepción puramente lógica. 

Habían transcurrido 60 años desde la publicación de la obra de D’Alembert. Lobachevskii 
persistió en su punto de vista “métrico”. Su libro se componía de 13 capítulos, de los cuales 
10 estaban dedicados a la medida de magnitudes geométricas diferentes (líneas, ángulos, 
poliedros, triángulos, prismas, etc.), y los otros tres preparaban los medios necesarios para 
eso (teoría de las perpendiculares, de las paralelas, de la igualdad de los triángulos). Dividía 
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toda la geometría en medida de longitudes, áreas y volúmenes. Hasta llegar a definir el 
ángulo como el valor numérico del arco interceptado por sus lados. 

Lobachevskii comienza sus “Investigaciones geométricas”, por 15 proposiciones iniciales. 
La mayor parte son teoremas cuyas demostraciones son bien conocidas; otras, de manera 
general, son parte de definiciones o de axiomas; pero Lobachevskii no hace diferencia entre 
las primeras y las segundas. Lobachevskii no enuncia axiomas. Prefiere no dar ningún 
fundamento “quimérico” a la geometría, pero más tarde establece los fundamentos teóricos 
de su geometría sobre bases sólidas. La discusión acerca de la teoría geométrica o 
aritmética de las proposiciones se resolvió de este modo por sí misma: para Lobachevskii 
una relación es siempre un número. El cita el algoritmo de Euclides para la investigación de 
una medida común. De esta forma expresa la relación obtenida por medio de una fracción 
continua que refleja bien el proceso geométrico. Para todo lo que no es objeto de medidas 
directas, Lobachevskii no separa las proposiciones de la geometría plana de las 
proposiciones análogas de la geometría del espacio. Al lado del círculo considera la bola y 
la esfera como las que suministran el embrión del sistema general de la geometría que 
construirá sus nuevos elementos. 

Quien conoce la orientación ulterior de los trabajos de Lobachevskii, comprende el papel 
que la teoría de las paralelas desempeña en la geometría. Sin detenernos en este punto, 
digamos que aquí vemos bosquejarse las ideas que conducirán al abandono de la geometría 
de Euclides. Haciendo medidas, por integración directa, Lobachevskii calcula el área del 
círculo, el volumen de la pirámide y el de la esfera. La medida de las figuras rectilíneas y 
de los poliedros, las hace sin recurrir al cálculo infinitesimal. 

El pensamiento original de Lobachevskii, que aspiraba a alejarse de las tradiciones para 
efectuar las demostraciones en una forma nueva, se revela en cada uno de sus 
razonamientos. 


SU INFORME PRINCIPAL 

En la sesión de la facultad de física y matemáticas del 11 de febrero de 1826, 
Lobachevskii hizo un informe titulado “ Exposición suscinta ele los principios de la 
geometría con una demostración rigurosa del teorema de las paralelas’’'' y que constituye la 
primera publicación de Lobachesvkii, sobre Geometría Hiperbólica; estaba escrito en 
francés y preparado para su publicación. Esta fecha memorable, en que nació la geometría 
no euclidiana, marca el límite de dos épocas. Tampoco logró esta vez que su trabajo fuese 
publicado, pero tres años más tarde Lobachevskii lo publicó en la revista “Mensajero de 
Kazán”. 

Al dar clases de matemáticas elementales, de geometría principalmente, a los estudiantes de 
primer año, Lobachevskii se interesó por la teoría de las líneas paralelas, y, al igual que 
todos los que se ocupaban de esa cuestión, trató de demostrar el postulado. Lobachevskii se 
daba cuenta perfectamente de la división de la geometría en dos partes, que representaba el 
uso del postulado de las paralelas. En los cinco primeros capítulos, Lobachevskii reunió 
todo lo que no dependía de este postulado y puso así de relieve la llamada geometría 
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absoluta. Aferrándose con firmeza a su punto de vista “métrico”, Lobachevskii se dió 
cuenta con toda claridad de que la medida de los segmentos, así como de los ángulos (en 
grados), no depende del postulado quinto, mientras que la medida de las áreas y de las 
figuras rectilíneas en primer lugar, depende de éste de manera esencial. 

Lobachevskii intentó en primer lugar demostrar el postulado de las líneas paralelas, a la 
inversa de la forma en que lo había hecho Playfair. En concordancia con esto, supuso que 
por un punto C no situado en la recta AB pasan, en el plano ABC, más de una recta no 
secante de AB (las rectas CE, CF, CG de la Figura 1). 



Podía esperarse que una hipótesis tan absurda a primera vista condujese a una contradicción 
con la geometría absoluta. Si en ello había un desacuerdo con la intuición y las indicaciones 
visuales, en compensación, en el plano lógico no había ninguna oposición con lo que se 
había demostrado anteriormente. Por el contrario, las deducciones establecidas por 
Lobachevskii con un riguroso espíritu de continuación se compaginaban progresivamente 
en un edificio armonioso que Lobachevskii llamó “geometría imaginaria”, Gauss 
“geometría no euclidiana” y que llamamos hoy “geometría de Lobachevskii o hiperbólica”. 

Dado que su trabajo contenía ya los principios de una nueva geometría no euclidiana, es 
cierto que se trataba no de una tentativa inédita de demostrar el postulado de las paralelas, 
sino de una nueva presentación rigurosa de toda la teoría de las paralelas. 

En esa época, nadie en Rusia comprendió ni la memoria “Acerca de los principios de 
geometría” ni las obras ulteriores de Lobachevskii. El decidió escribir un trabajo que sólo 
contuviera los principios de su nueva geometría y así lo hizo; en 1840 se publicó en Berlín, 
y en alemán, un folleto titulado “Investigaciones Geométricas de la Teoría de las 
Paralelas”, el único trabajo de Lobachevskii compuesto de manera que permita, a una 
persona suficientemente versada en las matemáticas generales y decidida a realizar cierto 
esfuerzo, asimilar de manera satisfactoria las nuevas ideas de la geometría creada por él. Es 
precisamente en este trabajo donde el mundo matemático se familiarizó con la nueva 
geometría -aunque es verdad que con 25 años de retraso, como se pone de manifiesto. 

Otro factor importante es que, refiriéndonos ahora a la Figura IB, de la paralela CK, que 
forma con la perpendicular CD un ángulo agudo DCK, decimos que es paralela a AB en el 
sentido AB, mientras que la segunda paralela CL lo es en el sentido BA. Tal concepción de 
paralelismo conserva la propiedad esencial de las paralelas euclidianas: dos rectas paralelas 
a una tercera en un mismo sentido son paralelas en ese mismo sentido. En la geometría 
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euclidiana, las dos paralelas a una recta se confunden; los ángulos KCL y K’C’L’, opuestos 
por el vértice, se desarrollan cada uno en dos ángulos rectos, mientras que los ángulos 
K’CL y KCL’, contiguos a aquéllos, se reducen a cero. Lobachevskii, llama ángulo de 
paralelismo en el punto C con respecto a la recta AB, a cada uno de los ángulos agudos 
DCK y DCL iguales que forman, por ambas partes, paralelas con la perpendicular CD (ver 
de nuevo la Figura IB). 



Por consiguiente, si admitimos la existencia de la geometría de Lobachevskii, es decir, una 
geometría que satisface sus postulados fundamentales, entonces la geometría euclidiana 
constituirá un caso particular de ésta, el cual corresponde a que el ángulo de paralelismo, de 
valor constante, siempre es un ángulo recto. Al colocarse en el terreno de la geometría 
imaginaria no euclidiana, Lobachevskii demuestra, con un rigor irreprochable, que dos 
paralelas se aproximan de manera indefinida (asintóticamente) la una de la otra en el 
sentido de paralelismo, como si concurrieran en un punto situado en el infinito (ver Figura 
2); pero en el sentido opuesto se alejan indefinidamente la una de la otra. Dos rectas 
divergentes siempre tienen una perpendicular común que es la distancia más corta entre 
ellas y a partir de la cual divergen y se alejan indefinidamente la una de la otra en ambos 
sentidos ( ver Figura 3). 



FIG.2 


Este resultado, que se manifiesta desde que se comienza a estudiar la geometría no 
euclidiana, constituyó para muchos una dificultad que les impedía reconocer que, en la 
geometría no euclidiana, el ángulo de paralelismo siempre es un ángulo agudo; o sea la 
geometría euclidiana difiere de la geometría de Lobachevskii por el hecho de que en la 
primera la distancia entre dos paralelas es constante, mientras que en la segunda decrece en 
el sentido del paralelismo. 

En la Geometría No Euclidiana, la suma de los ángulos de un triángulo rectángulo es igual 
o menor a dos rectos. En la Geometría de Lobachevskii el plano y la esfera tienen su 
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geometría interior. La geometría esférica es la misma que en el espacio euclidiano. Por el 
contrario, el plano posee aquí una geometría muy diferente, que es la geometría 
bidimensional de Lobachevskii. Él establece la trigonometría en el espacio de 
Lobachevskii, es decir, la relaciones que hay entre los lados y los ángulos de un triángulo 
rectángulo. Después de un largo procedimiento llega a la relación Cotg 1 / 27 i(x)=q x , donde q 
es constante, la por lo general se llama ecuación fundamental de la geometría de 
Lobachevskii; esta ecuación permite resolver todos los problemas de geometría métrica; 
cuando fue encontrada, se establecieron los elementos de la nueva geometría imaginaria. 
Esta es una de las ecuaciones con la que se terminaba el razonamiento de la “Exposición 
Sucinta...”. También con ella se ayuda a deducir las ecuaciones de un triángulo 
oblicuángulo, con las que también terminan las investigaciones geométricas. 

Lobachevskii pasa a la medida de longitudes, áreas y volúmenes. Como esos cálculos se 
hacen por integración, el problema se reduce, ante todo, a obtener expresiones para los 
elementos de longitud, área y volumen. 


OTROS TRABAJOS 

Ya hemos señalado todas las obras publicadas de Lobachevskii, salvo la última, su 
“Pangeometría”, obras que datan del período en que dirigió la Universidad de Kazán. Su 
“Algebra”, denominada “Algebra o cálculo de los finitos” fue preparada para editarse en 
1824; el manuscrito de esta obra se ha conservado en los archivos de la Universidad, este 
trabajo constaba de 14 capítulos. No fue publicado, pero al parecer, con el tiempo 
Lobachevskii se persuadió de que su obra no podía servir como manual para los gimnasios, 
por lo que después de modificarla un poco y completarla considerablemente, la adaptó para 
la enseñanza en la universidad y la publicó en 1834; aunque impreso en la Universidad de 
Kazán, todo parece indicar que la edición fue hecha por el propio autor. El rasgo 
característico de su álgebra consiste en que en ella opera únicamente con “finitos”, evitando 
los infinitésimos, pero en la segunda parte del curso, sobre todo en lo referente a la teoría 
de las series infinitas, no puede evitarlos. 

Al exponer la resolución de un sistema de ecuaciones lineales, Lobachevskii indica un 
procedimiento muy original para formar los determinantes de cualquier orden. En la teoría 
de las ecuaciones binomiales, Lobachevskii indica un procedimiento perfeccionado para 
calcular los llamados períodos de Gauss. Hace notables deducciones elementales de la serie 
binomial y de la serie para el logaritmo, así como de la construcción de los elementos de la 
teoría de los determinantes. También tienen interés sus soluciones de las ecuaciones de 
tercero y cuarto grado, así como los procedimientos propuestos para el cálculo de las raíces 
de las ecuaciones algebraicas. Lobachevskii fue el primero que publicó en Rusia un curso 
superior de álgebra. 

En 1852, Lobachevskii publicó, en las “Memorias de la Universidad de Kazán”, un 
segundo trabajo, asociado en cierta medida a la “aplicación” de la geometría imaginaria a 
algunas integrales; lleva por título: “Acerca de los valores de algunas integrales definidas”, 
y también fue publicada en alemán en 1855. 
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Lobachevskii publicó también tres estudios dedicados a la teoría general de la convergencia 
de las series infinitas, en 1834, 1835 y 1841. 

En las “Memorias de la Universidad de Kazán” aparecieron otros dos trabajos suyos, que 
no están relacionados con su obra matemática: “Acerca de la resonancia y la vibración 
recíproca de las columnas de aire”, de 1828, y “Acerca de la integración de las ecuaciones 
diferenciales de la hidrodinámica reducidas a forma lineal”, de 1845. 


ADMINISTRADOR 

En mayo de 1827, el Consejo de la Universidad de Kazán eligió a Lobachevskii rector de la 
Universidad, cargo que le fue confirmado el 30 de julio siguiente, entrando enseguida en 
funciones. En una carta dirigida a Musin-Pushkin, protector de los centros docentes de 
Kazán, fechada el primero de septiembre de 1827, Lobachevskii señalaba que “así como lo 
suponía, y como lo sé ahora por experiencia, las funciones del rector son enormes...Estoy 
seguro de que usted no interpretará mis palabras como un deseo de aumentar mis esfuerzos 
ante sus ojos. Tampoco quiero esperar demasiado de mí mismo. Finalmente, mi carácter y 
las reglas que me he impuesto no me permiten ceder demasiado tarde al desaliento y los 
lamentos. Me parece perdonable sentir aprensión cuando todavía es necesario decidirse, 
pero cuando sea tomada la decisión no debemos perder el ánimo. Con seguridad usted 
habrá notado cuánto he vacilado y cómo he tratado de zafarme, pero ahora quiero ser firme 
y aplicarme con todas mis fuerzas”. 

Lobachevskii recibió la administración de una universidad joven, pero llena de problemas 
administrativos, donde la rigidez y el control ideológico ahogaban el estudio y la 
creatividad científica. Sin embargo, Lobachevskii se ganó el reconocimiento y el respeto de 
sus colegas, de tal modo que fue reelecto seis veces al cargo de rector, hasta que dejó el 
puesto en 1846. Bajo su dirección se construyeron y reconstruyeron edificios, sobre todo la 
biblioteca, los laboratorios de física, química y anatomía, las clínicas y el observatorio; la 
Universidad incrementó su planta docente y reorganizó el funcionamiento de la biblioteca. 
Se esforzó por incrementar el nivel cultural de los estudiantes de la Universidad y el de toda 
la ciudad. 

A fines de 1830, durante su primer período en la rectoría, estalló en Kazán una epidemia de 
cólera, y las medidas que tomó para proteger a la comunidad universitaria fueron decisivas, 
además de influir para que en la ciudad se tomaran medidas sanitarias adecuadas. En la 
Universidad, de 560 personas intemas, tan sólo enfermaron 12. Por su actividad durante la 
epidemia del cólera, Lobachevskii recibió el agradecimiento del propio zar en una carta que 
éste le dirigió. Este comportamiento ejemplar de solidaridad y de gran sentido práctico se 
repitió en 1842, cuando Kazán sufrió un gran incendio. 


ÚLTIMOS AÑOS 


En el momento en que Lobachevskii abandonó sus funciones, prácticamente despedido, en 
1846, sólo tenía 53 años; sin embargo, no rompió sus relaciones con la Universidad, sino 
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que participaba en los debates, asistía a las sesiones importantes del Consejo y daba 
conferencias públicas. Pero los intereses de la familia y de la vida cotidiana le absorbían 
cada vez más y más. Su retiro de la Universidad implicó un fuerte descenso de sus ingresos, 
y tuvo además problemas con la venta de unas propiedades; por otra parte, su salud se 
deterioró rápidamente. 

Durante este último período de su vida, los problemas económicos, los problemas de salud 
y los problemas familiares lo abrumaron; tuvo muy pocas satisfacciones, como haber sido 
nombrado miembro de honor de la Universidad de Kazán primero, y luego de la 
Universidad de Moscú, con motivo del primer centenario de la fundación de ésta. Aún así, 
en 1855, con motivo de una publicación por el cincuentenario de la Universidad de Kazán, 
escribió su última obra, un artículo en francés titulado “Pangeometría o resumen de 
geometría fundada en una teoría general y rigurosa de las paralelas”. Murió el día 24 de 
febrero de 1856, a los 63 años de edad, sin tener la más mínima idea de la fama e 
importancia que sus trabajos tendrían, pues su obra matemática no le fue reconocida en 
vida. 

En 1868, doce años después de su muerte, se rindió homenaje a su memoria en un acto 
solemne en la Universidad de Kazán, después de que su nombre aparece en la prensa 
mundial. En 1893, en ocasión del centenario de su nacimiento, el Profesor, Vasiliev, el que 
más ha hecho para popularizar la vida de Lobachevskii, dio la conferencia magistral sobre 
él. 

En 1896, se inauguró el monumento a Lobachevskii; en 1898, el profesor Leipzig F. Engel, 
retomó dos importantes trabajos de Lobachevskii, los tradujo al alemán y fueron 
publicados, así como una biografía bastante completa. En 1914, Vasiliev describió su vida 
con más detalle en su ensayo en el “Diccionario Bibliográfico Ruso”. En 1942, en sesión 
conmemorativa de la sección de física y matemáticas de la Academia de Ciencias de la 
URSS, que se celebró en Kazán por el 150 aniversario de su nacimiento, aparecieron 
numerosos escritos sobre su vida, su obra y sus ideas. 

Nikolai Ivánovich , hombre alto, delgado, vivo, alegre y sociable, a quien el intenso trabajo 
y los penosos sufrimientos espirituales cambiaron su aspecto jovial a uno un poco 
encorvado y con la cabeza siempre baja, que le confería un aire pensativo, era de carácter 
extraordinariamente inmutable, jamás elevaba la voz, hablaba suavemente, haciendo notar 
su bondad y preocupación por las personas que le rodeaban, sobre todo por las personas que 
mostraban interés por el trabajo científico...Sin duda, Nikolai Ivánovich Lobachevskii fue 
un 


gran Maestro, genio apasionado, investigador innato. 
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EL PRÍNCIPE DE LAS MATEMÁTICAS 


Francisco Armando Carrillo Navarro 

Los matemáticos más importantes de la época de la Revolución Francesa fueron, 
casi sin excepción, franceses, pero coincidiendo con los comienzos del siglo XIX 
Francia tuvo que compartir de nuevo los honores del liderazgo con otros países. El 
matemático más grande de la primera mitad del siglo XIX, y quizá de todos los 
tiempos, fue un alemán que nunca viajó fuera de Alemania, es a este personaje a 
quien dedicaremos las siguientes páginas; su nombre: Cari Friedrieh Gauss. 


LA VIDA FAMILIAR DE GAUSS 

Cari Friedrieh Gauss nació en la ciudad de Brunswick, al norte de Alemania, el 30 de abril 
de 1777 y murió el 23 de febrero de 1855 en Gótingen, su nombre de pila real fue Johann 
Friedrieh Cari Gauss pero todos sus trabajos los firmó con el nombre con que es conocido 
actualmente. Nació en una familia muy pobre; su abuelo era un jardinero que se estableció 
en Brunswick, en 1740, y nunca logró superar su pobreza económica. El padre de Gauss, 
Gerhard Diedrich Gauss, se dedicó también a la jardinería, la albañilería y a la construcción 
de canales. De pequeño Gauss fue respetuoso y obediente, y aunque después nunca criticó a 
su padre, es notorio que no sintió por él un verdadero cariño. Poco antes de que Gauss 
cumpliera los 30 años, su padre murió. Todo parece indicar que el genio de Gauss y sus 
primeros estímulos intelectuales provienen de la familia materna. Desde el momento de su 
nacimiento, Gauss fue el orgullo de su madre Dorothea Benz, mujer alegre y optimista, de 
aguda inteligencia, que notó muy pronto que su hijo era algo especial y lo protegió 
hábilmente de las intenciones del padre de hacerlo jardinero y albañil. Gauss siempre 
estuvo cerca de su madre y hubo mucha comprensión entre ellos, al grado de que vivió con 
ella los últimos 22 años de su existencia; nunca permitió que nadie se hiciera cargo de ella 
y la cuidó hasta el final; Dorothea Benz murió ciega a los 97 años de edad, cuando Gauss 
tenía ya 62. 

Gauss se casó por primera vez el 9 de octubre de 1805, con Johanna Üsthof, quien era 3 
años menor que Gauss. Tres días después de la boda, Gauss escribió estas palabras a su 
gran amigo de Gótingen, Farkas Bolyai; “La vida se alza ante mí como una eterna 
primavera, con nuevos y brillantes colores”. En 1806 tuvieron su primer hijo, al que 
llamaron Joseph en honor a Piazzi, el descubridor de Ceres y responsable indirecto de la 
fama de Gauss. Posteriormente tuvieron una hija y otro hijo a los que les dieron también los 
nombres de pila de otros dos astrónomos: Wilhelmine (Minna) por Olbers, descubridor de 
Pallas, entre obras cosas, y Louis, en honor a Harding, que descubrió Juno, otro de los 
asteroides. En 1807 Gauss y su familia se trasladaron a Gótingen. Casi dos años después, 
en 1809, Johanna murió a consecuencia del parto en el que nació su tercer hijo: Louis, 
quien falleció pocas semanas después. Gauss, sin embargo, se volvió a casar muy pronto 


27 



I\ > 'DI :HIS'T0RIJ\ T)1 LAS MJ.\TEMÁTICAS _ V0L.1. NO. 2. MAYO 2002 

con la mejor amiga de Johanna, Minna Waldeck, esto ocurrió en agosto de 1810 y al poco 
tiempo tuvieron hijos: en 1811 a Eugene, en 1813 a Wilhelm y en 1816 a Theresa. Su 
segunda esposa murió en el año de 1831. La relación de Gauss con sus seis hijos fue muy 
diferente; con sus hijas siempre fue cordial y muy cariñoso. Theresa le hizo compañía toda 
la vida; con su hijo mayor, Joseph, la relación fue bastante buena, era un buen ingeniero y 
fue asistente de Gauss en una época en que éste estaba involucrado en un proyecto 
geodésico. Con los otros dos hijos varones las cosas no salieron bien. Tanto Eugene como 
Wilhelm emigraron a Estados Unidos después de prolongados conflictos con su padre. 


LOS PRIMEROS DESCUBRIMIENTOS DE GAUSS 

Gauss fue un verdadero niño prodigio, su padre, como ya se mencionó antes, intentó evitar 
que recibiera una educación adecuada, pero en cambio su madre, que tampoco había 
recibido ningún tipo de educación, animó siempre a su hijo en sus estudios, y más tarde se 
mostró muy orgullosa de sus logros. De niño Gauss asistió a la escuela local, dirigida por 
un maestro de costumbres rutinarias. Un día, con el fin de mantener la clase atareada y en 
silencio durante un buen rato, el maestro tuvo la idea de hacer sumar a sus alumnos todos 
los números del 1 al 100, ordenándoles además que, según fuera terminando cada uno esta 
tarea, deberían colocar su pizarra sobre la mesa del maestro. Casi inmediatamente colocó 
Cari su pizarra sobre la mesa, diciendo: “ya está”; el maestro lo miró desdeñosamente 
mientras los demás trabajaban con ahínco. Cuando todos hubieron terminado y el maestro 
revisó al fin los resultados obtenidos, se encontró con la sorpresa notable de que la única 
pizarra en la que aparecía la respuesta correcta, 5.050, sin ningún cálculo accesorio, era la 
de Gauss. El muchachito de ocho años había hecho evidente el cálculo mental de sumar la 
progresión aritmética 1+ 2+ 3+ ...+ 98+ 99+ 100 asociando parejas de términos igualmente 

(m + 1 )m 

alejados de los extremos, es decir, esencialmente utilizando la fórmula ---. Si la 

anécdota anterior nos da una idea del genio de Gauss, se conoce otra tan sorprende o más; 
se dice que Goethe escribió y dirigió pequeñas obras para un teatro de marionetas a los seis 
años, y que Mozart compuso su primer minueto infantil a los cinco, pero Gauss corrigió un 
error en las cuentas salariales de su padre a la edad de tres. 

A los quince años Gauss comenzó en Brunswick su enseñanza media, gracias a la ayuda del 
duque de Brunswick, el Duque quedó impresionado con el muchacho y decidió pagar su 
educación posterior, primero en el Colegio Carolino en Brunswick (1792-1795) y más tarde 
en la Universidad de Gotingen (1795-1798). En el Colegio Carolino, Gauss completó su 
dominio de las lenguas clásicas y exploró las obras de Newton, Euler y Lagrange. Gauss 
estaba entonces indeciso, dudando entre hacerse filólogo o matemático, a pesar de que 
había inventado ya, y justificado, el método de mínimos cuadrados, una década antes de 
que Legendre publicara el mismo artificio. El 30 de marzo de 1796 se decidió al fin por la 
matemática, porque ese mismo día, cuando le faltaba aún un mes para cumplir 19 años, 
hizo un brillante descubrimiento. Desde hacía más de 2.000 años se sabía cómo construir 
con regla y compás el triángulo equilátero, el cuadrado y el pentágono regular (así como 
algunos otros polígonos regulares cuyos números de lados son múltiplos de dos, de tres o 
de cinco), pero ningún otro polígono regular con un número primo de lados. Ese crítico día 
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de 1796 que acabamos de mencionar, Gauss consiguió construir, de acuerdo con las normas 
euclídeas, el polígono regular de 17 lados. Y ese mismo día comenzó a llevar un diario en 
el que fue apuntando, durante los 18 años siguientes, algunos de sus más grandes 
descubrimientos; el primer registro es, naturalmente, el de la construcción del polígono 
regular de 17 lados. 

El 10 de julio de 1796 confiaba Gauss a su diario el descubrimiento de que todo entero 
positivo es la suma de tres números triangulares como máximo. Este diario, que consta de 
19 páginas solamente, es probablemente el más precioso documento de toda la historia de 
las matemáticas, en el que están registrados brevemente 146 resultados, el último de los 
cuales lleva por fecha el 9 de julio de 1814. Por medio de este diario es posible comprobar 
que Gauss fue el primero en obtener algunos resultados sobre los que más tarde hubo 
disputas de prioridad, así como, y esto es mucho más importante, seguirle la pista al 
desarrollo de su genio, dado que algunos de sus pensamientos más originales no se 
publicaron durante su vida. Dicho sea de paso, su escasa disposición a publicar es 
comparable únicamente a la de uno de sus rivales modernos en cuanto a la fama 
matemática, Isaac Newton. (El otro, Leonhard Euler, no se le parece en absoluto en este 
aspecto, pues ha sido el matemático más prolífico.) 

El diario de Gauss, un pequeño folleto de 19 páginas, permaneció escondido entre los 
papeles de la familia hasta 1898, en que se descubrió en posesión de un nieto de Gauss en 
Hamlin. En 1901 se publicó su contenido, encargándose de ello el matemático Félix Klein, 
en un volumen con el que se celebraba el sesquicentenario de la Real Sociedad Científica 
de Gótingen, y el nieto en cuestión cedió el diario para que se conservase en los archivos de 
Gauss, que se encuentran principalmente en Brunswick y en Gótingen. 


LA REPRESENTACIÓN GRÁFICA DE LOS NÚMEROS COMPLEJOS 

El sello de Gauss llevaba escrito el lema: pauca sed matura (“pocos pero maduros”) y lo 
cierto es que su mente estaba tan rebosante de ideas originales que no tenía materialmente 
tiempo de verlas madurar a todas ellas hasta el punto de perfección en que insistía tenerlas 
antes de publicarlas. Sin embargo, su descubrimiento del 30 de marzo de 1796 sí lo anunció 
públicamente en una revista literaria; siempre estuvo tan orgulloso de este descubrimiento 
que, a imitación de Arquímedes, antiguo rival en talla matemática, expresó el deseo de que 
se grabara sobre su tumba un polígono regular de 17 lados. Este deseo no se cumplió nunca 
porque el obtuso cantero encargado de tallar la lápida se negó rotundamente, insistiendo en 
que la figura resultante no se distinguiría de una circunferencia, pero al menos en el 
monumento a Gauss en Brunswick puede verse tallado realmente el egregio polígono. 

Durante breves períodos de tiempo Gauss abandonaba Gótingen para asistir a la 
Universidad de Helmstádt, y fue en esta última en la que recibió su doctorado en 1798. La 
tesis, publicada en Helmstádt en 1799, lleva en latín el aplastante título: “ Nueva 
Demostración del Teorema que Afirma que toda Función Algebraica Racioncd y Entera de 
una variable puede resolverse en Factores Reales de Primero o de Segundo Grado". Este 
teorema, al que se refería Gauss más tarde con el nombre de “teorema fundamental del 
álgebra”, es esencialmente la proposición conocida en Francia como el “teorema de 
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d’Alembert”, pero Gauss demostró que todos los intentos de demostración anteriores, 
incluyendo algunos de Euler y de Lagrange, eran incorrectos. 

La representación gráfica de los números complejos había sido descubierta ya en 1797 por 
Caspar Wessel (1745-1818) y publicada en la revista de la Academia de Ciencias danesa en 
1798, pero lo cierto es que la obra de Wessel pasó desapercibida prácticamente, y así el 
plano de los números complejos se suele denominar hoy como “plano de Gauss”, a pesar de 
que Gauss no publicó sus ideas al respecto hasta 30 años más tarde. Desde la época de 
Girard era bien conocido que los números reales, positivos, cero y negativos se pueden 
representar en correspondencia con los puntos de una recta. Wallis había llegado a sugerir 
incluso que los números imaginarios puros se podrían representar por los puntos de una 
recta perpendicular al eje de los números reales. Y, sin embargo, sorprendentemente nadie 
antes que Wessel y Gauss pensó en franquear la obvia etapa de considerar las partes real e 
imaginaria pura de un número complejo a+bi como las dos coordenadas rectangulares de 
un punto en el plano, al cual estaría asociado dicho número complejo. El cubrir esta simple 
etapa hizo sentirse a los matemáticos mucho más cómodos con los números imaginarios, ya 
que ahora podían visualizarse en el sentido de que todo punto del plano correspondía a un 
número complejo y viceversa. Lo cierto es que ver es creer, y las viejas ideas acerca de la 
no existencia de los números imaginarios fueron abandonadas por casi todos los 
matemáticos. 


EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ÁLGEBRA 

La tesis doctoral de Gauss venía a demostrar que toda ecuación polinómica/(A)=0 tiene al 
menos una raíz, ya sean los coeficientes reales o complejos. No podemos entrar aquí en los 
detalles de la demostración, pero una ilustración indicará por lo menos las líneas generales 

que seguían las ideas de Gauss. Vamos a resolver la ecuación z 2 — 4/ = 0 gráficamente, 
demostrando para ello que hay un valor complejo z = a + bi que satisface la ecuación. 
Sustituyendo en ella z por a+bi y separando las partes real e imaginaria, nos queda que ha 
de ser a 2 — b ~ — 0 y ab — 2 = 0. 


Interpretando a y b como variables y representando estas dos ecuaciones en un mismo 
sistema de coordenadas, en las abscisas la parte real a y en las ordenadas la parte 
imaginaria pura b, obtenemos dos curvas: la primera consiste en el par de rectas 
a + b — 0 y a —b = 0, y la segunda es la hipérbola equilátera ab = 2, tal como se 
observa en la Ligura 1. Está claro, por la representación gráfica, que las dos curvas se 
cortan en un punto P en el primer cuadrante (e, incidentalmente, en otro i 5 ’ en el tercero). 
Obsérvese en particular que una rama de la primera curva se aleja del origen en las 
direcciones 0 — lzr / 4 y é? = 37T / 4 ; el punto de intersección está entre las dos 
direcciones 6 = 0 n / 4 y 0 = 371 / 4 , y que una rama de la segunda curva se acerca 
asintóticamente a las direcciones 6 = 0/r / 4 y 0 — 'Itc / 4 ; el punto de intersección está 
entre las dos direcciones 6 = 0 y 0 = 7TI 2. Las coordenadas a y b de este punto de 
intersección son la parte real e imaginaria del número complejo que es solución de la 

ecuación z 2 — 4/ = 0. 
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Figura 1 

Si nuestra ecuación polinómica original hubiera sido de tercer grado en vez de segundo 
grado, habría habido una rama de una de las dos curvas que se aproximase a las direcciones 
0 — \7T 16y 9 = 3tt / 6, y la otra curva se aproximaría a las direcciones 9 = 0 n / 6 y 
9 = 2n / 6. Las ramas son continuas en todos los casos, por lo tanto tienen que cortarse en 
algún punto en el ángulo que va de 9 = 0 a 9 = 711 3. Para una ecuación de grado n 
habrá una rama de una de las dos curvas con direcciones asintóticas 9 = \tt / 2n y 
6 = 2n / 2n , mientras que una rama de la otra curva tendrá las direcciones asintóticas 
0 — Ü7T / 2n y 9 — 2n / 2n , y estas dos ramas tienen que cortarse necesariamente en un 
punto entre 9 = 0 y 9 = n / n , y las coordenadas a y b del punto de intersección serán de 
nuevo las partes real e imaginaria de un número complejo, que es una raíz de la ecuación. 
Vemos pues así que, sea cual sea el grado de la ecuación polinómica, tiene que haber al 
menos una raíz compleja. A partir de este resultado se puede demostrar ya fácilmente el 
teorema de la tesis de Gauss de que un polinomio cualquiera se puede factorizar en factores 
reales lineales y cuadráticos. 

La demostración del teorema fundamental del álgebra dada por Gauss en su tesis se basa en 
parte en consideraciones geométricas, lo que no resultaba del todo satisfactorio. Años más 
tarde, en 1816, publicó Gauss dos nuevas demostraciones, así como otra en 1850, pugnando 
siempre por encontrar una demostración puramente algebraica. 


EL ÁLGEBRA DE LAS CONGRUENCIAS 

Solamente dos años después de la publicación de su tesis, publicó Gauss su libro más 
conocido, un tratado de teoría de números en latín, titulado Disquisitiones arithmeticae, 
dedicado a su protector el duque de Brunswick. Esta obra es la principal responsable del 
desarrollo del lenguaje y de las notaciones de la rama de la teoría de números conocida 
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como el álgebra de las congruencias, ejemplo primitivo de trabajo con clases de 
equivalencia. La exposición se abre con la definición siguiente: 

Si un número a divide a la diferencia entre dos números b y c, entonces b y c se 
llaman congruentes, y en caso contrario incongruentes, y el número a se llama 
comódulo. Cada uno de los dos números se llama un residuo del otro en el primer 
caso, un no residuo en el segundo caso. 

La notación que adoptó Gauss es la misma que seguimos usando hoy, b = c (mod. a), y a 
continuación procedió a construir un álgebra para la relación = análoga al álgebra usual 
expresada en el lenguaje de la igualdad. Algunas, pero no todas las reglas estándares del 
álgebra, se pueden aplicar a la nueva situación. Por ejemplo, en el álgebra usual, en el anillo 
de los primeros enteros, si ax = ay, con a ^ 0, entonces se deduce que x — y, pero esta 
ley de cancelación no se verifica para las congruencias, como se ve fácilmente con un 
contraejemplo: si a = 3, X = 4 e y = 7, se tiene que 3.4 =3.7 (mod. 9). El divisor a, para 
que se pueda cancelar en una congruencia, ha de ser primo con el módulo. Por otra parte, si 
tenemos x.y=0 podemos deducir en álgebra ordinaria que o bien x, oy, o ambos, son cero. 
Que éste no es el caso para congruencias se ve fácilmente del hecho que 6.5 =0 (mod. 15), 
pero ni 6 ni 5 es congruente con cero módulo 15. Para que sea válida esta regla para 
congruencias, el módulo y los factores x e y deben ser primos entre sí. Otro ejemplo: en el 
álgebra usual la ecuación general de primer grado ax = b, con a, b, x, enteros y fl^O, 
tiene una solución como máximo. En cambio, una congruencia lineal puede tener varias 
soluciones distintas, como puede verse del hecho que x=l, x=4 y x= 7 son soluciones de la 
congruencia 6x = 15 (mod. 9). Sólo si a y m son primos entre sí podemos asegurar que 
ax = b (mod. m) tendrá una y sólo una solución menor que m. Por otra parte, la relación 
= tiene las mismas tres propiedades fundamentales de reflexividad, simetría y transitividad 
que la relación =, es decir: l)a = a (mod. m ); 2) si a = b (mod. m) entonces b = a 
(mod. m); 3) si a=b (mod. m ) y b=c (mod. m ), entonces a =c (mod. m). Es decir, en 
resumen, tanto = como = son relaciones de equivalencia. 


LA LEY DE RECIPROCIDAD Y LA FRECUENCIA DE LOS NÚMEROS PRIMOS 

En varios lugares, la obra de Gauss venía a coincidir con la de Legendre, y este último se 
dejó dominar por una celosa antipatía hacia el más joven y más brillante colega. En las 
Disquisitiones, por ejemplo, aparece la ley de reciprocidad cuadrática que había publicado 
Legendre un par de años antes. Gauss llamó a esta ley el Theorema aureum, o la joya de la 
aritmética; en trabajos posteriores, Gauss intentó demostrar teoremas análogos para las 
congruencias x“= p (mod. q), con n =3 y 4, pero para estos casos descubrió que era 
necesario extender el significado del concepto de entero para incluir a todos los llamados 
“enteros de Gauss” o “enteros gaussianos”, es decir, los números complejos de la forma 
a+bi, con a y b enteros. Los enteros gaussianos forman un dominio de integridad como el 
de los enteros estándares, pero más general, evidentemente. Los problemas de divisibilidad 
se hacen aquí más complicados, ya que, por ejemplo, 5 no es primo, sino que es 
factorizable en el producto de los dos “primos” 1+2 i y 1-2/. De hecho, ningún primo 
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natural de la forma 4/7+1 es un “primo de Gauss”, mientras que los primos naturales de la 
forma 4/7-1 siguen siendo primos en el sentido generalizado. En las Disquisitiones incluía 
Gauss el Teorema Fundamental de la Aritmética, uno de los principios básicos que continúa 
siendo válido en el dominio de integridad de los enteros gaussianos. De hecho, a cualquier 
dominio de integridad con la propiedad de factorización única se le conoce hoy con el 
nombre de “dominio de integridad gaussiano”. Una de las contribuciones de las 
Disquisitiones fue la de dar una demostración rigurosa del teorema, conocido desde 
Euclides, de que todo entero positivo mayor que 1 se puede expresar de una y sólo una 
manera (excepto por el orden de los factores) como un producto de los números primos. 

No todo lo que descubrió Gauss sobre los números primos aparece en las Disquisitiones. En 
la última página de un ejemplar de una tabla de logaritmos que tenía desde que era un 
muchacho de 14 años, aparece escrita la siguiente críptica expresión en alemán 

. . a 

Primzahlen unter a{= oo) — 

1 a 

Esta es una formulación un tanto esotérica del famoso teorema de los números primos: el 
número de números primos menores que a tiende asintóticamente al cociente a/lna cuando 
a crece indefinidamente. 

Legendre había estado muy cerca de anticipar este teorema, pero lo sorprendente es que si 
Gauss escribió esto, como suponemos que en efecto lo hizo, se reservó este bello resultado 
para sí mismo. No sabemos si tenía o no una demostración del teorema, y ni siquiera 
sabemos cuándo fue escrita la fórmula anterior. La distribución de los primos ha ejercido 
una verdadera fascinación sobre muchos matemáticos. En 1845, cuando Gauss era ya viejo, 
un profesor de París, Joseph L. F. Bertrand (1822-1900), conjeturó que si n >3 hay siempre 
al menos un número primo entre n y 2 n (o, más exactamente, 2/7-2) inclusive. Esta 
conjetura, conocida como la “conjetura de Bertrand”, fue demostrada en 1850 por Pafnuti 
Tchebycheff (1821-1894) (o Chebychew o Chebichew o Tschebytschew, según las 
traducciones) de la Universidad de San Petersburgo. Tchebycheff era un rival de 
Lobachevsky en lo que se refiere al rango de primer matemático ruso de la época, y llegó a 
ser miembro extranjero del Institut de France y de la Royal Society de Londres. 
Tchebycheff, desconociendo evidentemente la obra de Gauss sobre los números primos, 

I// n 

consiguió demostrar que si n{n). - tiende a un límite cuando n crece indefinidamente, 

n 

entonces este límite tiene que ser 1, pero no pudo demostrar la existencia del límite. Hasta 
dos años después de la muerte de Tchebycheff, en 1894, no se conoció ninguna 
demostración, pero en 1896 dos matemáticos, trabajando independiente uno del otro, 
consiguieron sendas demostraciones el mismo año. Estos dos matemáticos coincidieron 
también casualmente en alcanzar ambos una edad venerable. Uno de ellos fue el 
matemático belga C. J. de la Vallée-Poussin (1866-1962), que vivió casi 96 años, y el otro 
fue el francés Jacques Hadamard (1865-1963), que murió poco antes de cumplir los 98 
años. 
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LOS POLÍGONOS REGULARES CONSTRUCTIBLES 

Los problemas relativos al número y distribución de los números primos han fascinado, 
como hemos dicho, a muchos de los matemáticos más importantes de la historia, desde 
Euclides o antes hasta nuestros días. Un teorema que podemos considerar como un 
profundo y difícil corolario al teorema de Euclides sobre la infinitud de los primos fue el 
que demostró un amigo de Gauss que le sucedió en Gotingen en 1855. Nos referimos a 
Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), el hombre que hizo más que ningún otro por 
extender las Disquisitiones. El teorema de Dirichlet afirma que no sólo el número de los 
primos es infinito, sino que si consideramos solamente los números naturales de una 
progresión aritmética indefinida 

a, a+b, a+2b, a+nb, ... 

en la que a y b son primos entre sí, entonces incluso en este subconjunto relativamente 
“diseminado” de números naturales hay aún infinitos primos. La demostración que dio 
Dirichlet exigía complicadas herramientas de análisis, campo en el que el nombre de 
Dirichlet ha quedado asociado también al criterio llamado de Dirichlet para la convergencia 
uniforme de una serie de funciones. Entre otras contribuciones de Dirichlet a la teoría de 
números está la primera demostración del teorema conocido como conjetura de Bertrand, 
del que ya hemos hablado. No podemos entrar aquí en esas sutilezas cada vez más 
sofisticadas de la teoría de números del siglo XIX, pero sí tenemos que subrayar que el 
teorema de Dirichlet venía a mostrar que el dominio discreto de la teoría de números no 
parecía poderse estudiar aislado de la rama de la matemática que trabaja con variables 
continuas, es decir, que la teoría de números parecía exigir la ayuda del análisis. Gauss 
mismo, en sus Disquisitiones , había dado ya un sorprenderte ejemplo del hecho que las 
propiedades de los números primos se infiltran de las maneras más inesperadas incluso en 
el dominio de la geometría. 

Hacia el final de las Disquisitiones incluye Gauss el primer descubrimiento matemático 
importante que había hecho, es decir, la construcción del polígono regular de 17 lados, 
llevando el tema a su final lógico al demostrar cuáles de los infinitos polígonos regulares 
posibles se pueden construir con regla y compás y cuáles no. Los teoremas generales, tales 
como el que demuestra aquí Gauss, son siempre de una importancia teórica mucho mayor 
que un caso particular, por muy espectacular que éste pueda ser. Recordemos que Fermat 

creía que todos los números de forma 2" +1 eran primos, conjetura incorrecta, según lo 

demostró Euler. El número 2~ + 1 = 17 sí es primo, lo mismo que lo son 2" +1 = 257 

y 2 2 +1 = 65.537. Gauss había demostrado ya que el polígono de 17 lados es 
constructible, y por lo tanto se planteaba también de una manera natural la cuestión de si el 
polígono regular de 257 o de 65.537 lados se pueden construir por métodos euclídeos. 
Gauss contesta a esta pregunta en sentido afirmativo en las Disquisitiones , al demostrar que 
un polígono regular de N lados puede construirse con regla y compás si y sólo si el número 

N es de la forma N = 2’ n .p l .p 2 ...p r , con m >0 y p x ,p 2 p r , primos de Fermat 

distintos. Quedaba aún un aspecto del problema al que Gauss no dio respuesta, y que 
todavía no ha sido resuelto hasta hoy. Se trata de la pregunta ¿es finito o infinito el número 
de primos de Fermat? Para n= 0, 1, 2, 3 y 4 los números de Fermat son primos, mientras 
que para n= 5, 6, 7, 8 y 9 se sabe que no son primos, y parece posible al menos que haya 
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cinco y sólo cinco polígonos regulares constructibles de un número primo de lados, dos de 
ellos conocidos ya en la antigüedad y los tres que descubió Gauss. Un amigo a quien Gauss 
admiraba mucho, Ferdinand Gotthold Eisenstein (1823-1852), profesor de matemáticas en 
Berlín, añadió una nueva conjetura sobre números primos a la teoría de números, al 
aventurar la hipótesis, no comprobada hasta hoy, de que todos los números de la forma 

2 2^ 22^ 

2 2 + 1, 2 2 +1, 2 2 + 1, 2 2 4-1, etc., son primos. Se le atribuye a Gauss la afirmación 

de que “ha habido sólo tres matemáticos de excepcional importancia: Arquímedes, Newton 
y Eisenstein”. La cuestión de si Eisenstein, en el tiempo de duración de una vida normal, 
hubiera llegado a cumplir con predicción tan entusiasta, queda pendiente de conjetura, 
puesto que este joven matemático murió antes de cumplir los 30 años, siendo aún 
“Privatdozent”. 


LA ASTRONOMÍA Y LA LEY DE MÍNIMOS CUADRADOS 

Gauss había planeado las Disquisitiones como una obra en dos volúmenes, pero lo cierto es 
que nunca llegó a escribir el segundo volumen. Aunque en una ocasión se refirió a la 
matemática como la reina de las ciencias y a la aritmética (es decir, la teoría de números) 
como la reina de las Matemáticas, durante los primeros años del siglo XIX, fue reclamada 
su atención por tantos otros temas interesantes. Entre los otros campos que cautivaron su 
atención tuvo un papel destacado la astronomía, a la que se vio conducido de una manera 
casi accidental. En las dos primeras décadas del siglo XIX, Gauss produjo un flujo 
permanente de trabajos sobre temas astronómicos, de los que destaca el tratado “Theoria 
Motus Corporum Coelestium” (1809), fue la biblia de los astrónomos planetarios durante 
un siglo. Más tarde se lamentaba de haber abandonado su “primer amor”. Exactamente el 
primer día del siglo XIX se descubrió un nuevo planeta o asteroide, al que se le puso por 
nombre Ceres, y que al cabo de unas semanas se perdió de vista de nuevo, debido a su 
tamaño pequeño. Gauss gozaba de una facilidad excepcional para el cálculo numérico, a la 
que venía a unirse la ventaja de su método de los mínimos cuadrados, y con estas armas se 
encontró al verdadero desafío que suponía el calcular, a partir de las pocas observaciones 
registradas del asteroide, la órbita que recorría en su movimiento. Gauss inventó un método 
para el cálculo de órbitas de cuerpos celestes a partir de un número limitado de 
observaciones, conocido como “método de Gauss”, que aún se utiliza para seguir la 
trayectoria de los satélites artificiales. 

El resultado de los cálculos de Gauss fue un éxito resonante: a finales del año volvió a 
encontrarse el asteroide casi exactamente en la posición que indicaban dichos cálculos. 
Desde este momento la astronomía y la estadística contaron entre los intereses más serios 
de Gauss, que dedicó gran parte de los siguientes 20 años a cálculos astronómicos. Esta 
actividad está en contraste con la opinión expresada por Gauss de que “todas las medidas 
del mundo no equivalen a un solo teorema que produzca un avance importante en nuestra 
ciencia, la más grande de todas”. Sin embargo, a partir de entonces su fama en astronomía 
quedó tan sólidamente establecida como en matemáticas; como consecuencia de ello fue 
nombrado director del Observatorio Astronómico de Gotingen en 1807, puesto que ocupó 
durante unos 40 años. Gauss podría muy bien haber ocupado una cátedra universitaria de 
matemáticas, pero es probable que eligiera su cargo en el observatorio, no por preferencia 
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por la astronomía sino por aversión a la enseñanza. Gauss disfrutaba ayudando a unos 
pocos discípulos brillantes y entusiastas, pero la enseñanza rutinaria y elemental de la clase 
parece haberle desagradado. 


FUNCIONES ELÍPTICAS 


El puesto de Gauss en el observatorio no le impidió, sin embargo, continuar haciendo 
importantes contribuciones a la matemática. En 1811 informaba a un astrónomo amigo, F. 
W. Bessel (1784-1846), de un descubrimiento que había hecho a lo que pronto se iba a 
convertir en un campo de investigación nuevo en las manos del matemático francés más 
importante de la época, Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), y que hoy lleva su nombre. 
La teoría de funciones de una variable real la había desarrollado Lagrange, pero la teoría de 
funciones de una variable compleja esperaba aún los trabajos de Cauchy. Sin embargo, 
Gauss se dio cuenta de un teorema de una importancia fundamental en este territorio aún no 
explorado. Se trata del hecho siguiente: si en el plano complejo o de Guass dibujamos una 
curva cerrada simple, y si la función/(z) de la variable compleja z=x+iy es analítica (es 
decir, tiene derivada) en todo punto de la curva y en todo punto interior, entonces la integral 
de línea dc/fz) tomada a lo largo de la curva es cero. 


Los resultados no publicados de Gauss pendían como una auténtica espada de Damocles 
sobre la matemática de la primera mitad del siglo XIX. Cuando algún otro matemático 
anunciaba un nuevo resultado importante, ocurría muy a menudo que Gauss había tenido ya 
la idea anteriormente, pero no se había molestado en publicarla. Entre los ejemplos más 
sorprendentes de esta situación está el del descubrimiento de las funciones elípticas, 
descubrimiento en el que estuvieron mezclados cuatro matemáticos de primera fila. Uno de 
ellos era Legendre, desde luego, que había estado casi 40 años estudiando las integrales 
elípticas de una manera casi aislada. Legendre desarrolló una gran cantidad de fórmulas en 
este contexto, algunas de las cuales recordaban en cierto sentido las relaciones entre las 
funciones trigonométricas inversas, algunas de las cuales ya eran conocidas desde mucho 
antes por Euler. Este hecho no es sorprendente, dado que la integral elíptica 

r dx 

* (\-K 2 x 2 )(\-x 2 ) 


incluye la integral 


dx 

\-x 2 


como caso particular para K= 0. Sin embargo, quedaba para Gauss y dos de sus 
contemporáneos más jóvenes el mérito de aprovechar de una manera completa las ventajas 
de un punto de vista que facilita enormemente el estudio de las integrales elípticas. Si 
escribimos la integral 

a dx 
u = 

l-.v' 
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como w=arcsen v, entonces u viene expresada como función de la variable independiente v 
(puesto que x es la variable ligada de integración), pero resulta más ventajoso invertir los 
papeles de u y v eligiendo u como variable independiente. En este caso tendremos v=f(u) o, 
en el lenguaje trigonométrico usual, v= sen u. Esta función v= sen u es mucho más cómoda 
de manejar y tiene además una notable propiedad que u= arcsen v no tiene: es una función 
periódica. Los papeles privados de Gauss muestran que quizá tan pronto como hacia el 
1800 había descubierto ya la doble periodicidad de las funciones elípticas (o 
“lemniscáticas”). Sin embargo, hasta el 1827-1828 fue redescubierta esta notable propiedad 
por uno de los matemáticos más brillantes de todos los tiempos, Niels Henrik Abel (1802- 
1829), en una memoria publicada en el Journal de Crelle. El joven Abel murió cuando sólo 
tenía 26 años, dejando tras sí varios resultados muy profundos en álgebra y teoría de 
funciones. 


DISCUSIONES GENERALES ACERCA DE SUPERFICIES CURVAS 

Alrededor de 1820 el gobierno de Hannover le pidió un estudio geodésico del reino, y 
varios aspectos de su labor, incluyendo un extensivo trabajo de campo y muchas 
triangulaciones tediosas, le ocuparon durante algunos años. Es natural suponer que una 
mente como la suya se hubiera sentido asfixiada por tal cometido, pero las grandes ideas 
científicas surgen por extraños caminos. Esta labor aparentemente carente de interés 
desembocó en una de las aportaciones más profundas y de mayor alcance a la matemática 
pura, sin la cual la teoría de la relatividad general de Einstein hubiese sido imposible. 

La tarea encomendada a Gauss se refería a la medición precisa de grandes triángulos sobre 
la superficie terrestre. Esto proporcionó el estímulo que le condujo a las ideas de su artículo 
Disquisitiones generales circa superficies curvas (1827), en él desarrolló la geometría 
diferencial intrínseca de superficies curvadas arbitrarias. En ese trabajo introdujo 
coordenadas curvilineas u y v sobre una superficie; obtuvo la forma diferencial cuadrática 

fundamental ds~ = Edu ~ + 'IFdudv + Gdv~ para el elemento de longitud de arco ds, 
que hace posible determinar las curvas geodésicas; y formuló los conceptos de curvatura 
gaussiana y curvatura integral. Sus principales resultados fueron el famoso theorema 
egregium, según el cual la curvatura gaussiana depende sólo de E, F y G, siendo por tanto 
invariante bajo transformaciones que preserven la distancia intrínseca, y el teorema de 
Gauss-Bonnet sobre curvatura integral para el caso de un triángulo geodésico, que en su 
versión general constituyen el hecho central de la moderna geometría diferencial global. 
Además de sus descubrimientos específicos, la línea medular de la intuición de Gauss 
radica en la palabra intrínseca, ya que mostró cómo estudiar la geometría de una superficie 
operando sólo sobre la propia superficie sin prestar atención al espacio al que se halla 
inmersa. Para precisar más este aspecto, imaginemos una criatura bidimensional inteligente 
que habita en una superficie pero no es consciente de la tercera dimensión o de cualquier 
otro concepto exterior a su superficie. Si esta criatura es capaz de moverse por la superficie 
midiendo distancias y de determinar los caminos más cortos (geodésicos) entre dos puntos, 
entonces será capaz de medir también la curvatura gaussiana en cualquier punto y de crear 
una rica geometría sobre la superficie. Y esa geometría será euclídea (plana) si y sólo si la 
curvatura gaussiana es cero en todas partes. Cuando estas nociones se generalizan a más de 
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dos dimensiones, abren la puerta a la geometría riemanniana, al análisis tensorial y a las 
ideas de Einstein. 

Gauss tuvo también una gran cantidad de contribuciones en diferentes campos de la física 
además de la astronomía, como ya se comentó, principalmente en electricidad y 
magnetismo. Tras una visita de una semana a Gauss, Jacobi escribió a su hermano: “Las 
matemáticas estarían en una posición bien diferente si la astronomía aplicada no hubiese 
desviado a este genio colosal de su carrera”. 


EL FINAL DEL GENIO 

A principios de 1855 empezó a sufrir de dilatación cardiaca, disnea y algunos síntomas de 
hidropesía. Después de una intensa lucha por la vida, murió pacíficamente en la madrugada 
del 23 de febrero de 1855, sin haber cumplido los 78 años de edad. Gauss está enterrado en 
Gótingen, donde vivió la mayor parte de su vida. El cerebro de Gauss, con sus numerosas y 
profundas circunvoluciones, se encuentra en una colección anatómica en la Universidad de 
Gótingen. La mayor parte de sus biógrafos y muchos científicos coinciden en aseverar que 
Arquímedes, Newton y Gauss han sido los más grandes matemáticos de todos los tiempos. 
Como tributo a la monumental obra de Gauss, se le conoce como el príncipe de las 
matemáticas. 
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KARL THEODOR WILHELM WEIERSTRASS 

José Luis Díaz Gómez 

Karl Wilhem Theodor Weierstrass nació el 31 de octubre de 1815 en Ostenfelde, Bavaria 
(hoy Alemania) y murió el 19 de febrero de 1897 en Berlín, Alemania. Fue uno de los 
precursores del rigor en el análisis y se le conoce como el “padre del análisis moderno ”. Su 
obra refina el concepto de qué es un número y qué es la función en las matemáticas y eleva 
el nivel de autocrítica, tanto en las definiciones como en el rigor de las demostraciones. 

Aquí sólo pretendemos señalar algunos aspectos de su vida, dentro del contexto histórico de 
la época científica en que vivió, para conocer el por qué de estos méritos. 

En el momento del nacimiento de Karl Weierstrass, su padre Wilhelm Weierstrass, era 
secretario del alcalde de Ostenfelde. Wilhelm Weierstrass era un hombre bien educado que 
tenía un conocimiento amplio de las artes y de las ciencias. Un hombre muy preparado y 
capaz alcanzar las metas que se proponía, pero también un padre dominante que intentaba 
dirigir la vida de todos sus hijos. La madre de Weierstrass fue Theodora Vonderforst y Karl 
fue el hijo mayor de los cuatro que procreó Theodora, de los cuales ninguno se casó [10]. 

Wilhelm Weierstrass fue inspector de impuestos cuando Karl tenía ocho años. Este trabajo 
lo obligó a pasar periodos cortos en un solo lugar, así que Karl frecuentemente cambió de 
una escuela a otra, a medida que la familia viajaba por Prusia. En 1827, Theodora, la madre 
de Karl, murió, y un año después su padre Wilhelm volvió a casarse. En el año de 1829 
Wilhelm Weierstrass llegó a ser el asistente de la oficina principal de impuestos en 
Paderbom, y allí Karl ingresó al Gimnasio Católico. Weierstrass se distinguió en el 
Gimnasio a pesar de tener que asumir un trabajo de medio tiempo como tenedor de libros 
para ayudar a las finanzas familiares. 

Karl Weierstrass logró en el Gimnasio un nivel de aptitud matemática ciertamente más allá 
de lo que se habría esperado. Desafortunadamente éste fue el inicio de su problema. El 
padre de Karl observó que su hijo era inteligente debido a todos los premios que ganó. 
También dedujo que su hijo podría ser un buen tenedor de libros. De estos dos hechos, 
pensó que su hijo podría ser un gran contador y los mejores trabajos de contabilidad 
estaban en el gobierno. Por consiguiente, su hijo estudiaría contaduría, comercio y leyes 
para prepararse para una carrera gubernamental. El único problema era que el interés de su 
hijo estaba en las matemáticas [10]. 

Así pues, el padre de Weierstrass deseaba que Karl estudiara finanzas. Karl, después de 
graduarse en el Gimnasio en 1834, accedió a los deseos de su padre e ingresó a la 
Universidad de Bonn con un curso diseñado para él, que incluía el estudio de leyes, 
finanzas y economía. Sin embargo, Weierstrass padeció el conflicto de obedecer los deseos 
de su padre, o estudiar la materia que amaba, ciertamente la matemática. 
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El resultado del conflicto interno de Weierstrass fue que no asistió a las clases de 
matemáticas, ni a las de su bien planeado curso. Reaccionó al conflicto interno 
pretendiendo que no le importaban sus estudios, y se pasó cuatro años practicando esgrima 
(con espadas), bebiendo cerveza en reuniones y leyendo libros de matemática. Después de 
cuatro años, regresó a casa sin graduarse en nada. Biermann escribe en [2]: 

... el conflicto entre el deber y su inclinación lo condujeron a la tensión física y 
mental. Intentó, en vano, superar sus problemas llevando una vida descuidada 
de estudiante... 

No obstante estudió matemáticas por su cuenta, leyendo la Mecánica Celeste de Laplace y 
posteriormente el trabajo de las funciones elípticas de Jacobi. Llegó a comprender los 
métodos de la teoría de las funciones elípticas, leyendo transcripciones de las conferencias 
de Gudermann. En una carta a Lie, escrita casi 50 años después, le explicó cómo por ésa 
época llegó a tomar la decisión definitiva para estudiar matemáticas a pesar de los deseos 
de su padre (ver [2]): 

... cuando me di cuenta de esto [una carta de Abel a Legendre] en la Revista de 
Crelle durante mis años de estudiante, [esto] fue de suma importancia. La 
deducción inmediata de la forma de la representación de la función dada por 
Abel..., de la ecuación diferencicd que define esta función, fue la primera tarea 
matemática que yo me propuse; y su solución afortunada me llevó a la decisión 
de dedicarme totalmente a las matemáticas. ; tomé esta decisión en mi séptimo 
semestre... 

Weierstrass tomó la decisión de hacerse matemático, aún cuando todavía estudiaba finanzas 
públicas y administración. Después de su decisión, pasó un semestre más en la Universidad 
de Bonn, su octavo semestre finalizó en 1838, y no aprobó las materias en las que se había 
inscrito. El padre de Weierstrass estaba desesperadamente disgustado con su hijo por haber 
abandonado sus estudios. Pero fue persuadido por un amigo de la familia, el presidente del 
tribunal de justicia de Paderborn, de permitirle a Karl estudiar en la Academia Teológica y 
Filosófica de Münster para que pudiera tomar los exámenes necesarios para obtener el 
grado de maestro de secundaria [10]. 

El 22 de mayo de 1839 Weierstrass se inscribió en la Academia de Münster. Allí se 
encontró con su inspiración matemática, el profesor de matemáticas Cristoph Gudermann 
(1798-1852). 

Weierstrass asistió a las conferencias de Gudermann sobre las funciones elípticas, y recibió 
una enseñanza personal en la que el profesor introdujo a Weierstrass en el tema de las series 
de potencias, tema que utilizaría como la base de su trabajo. Gudermann animó fuertemente 
a Weierstrass en sus estudios matemáticos. A lo largo del resto de su vida, Karl expresó 
siempre gratitud a su maestro. 

Al dejar Münster en el otoño de 1839, Weierstrass estudió para el examen de maestro para 
el cual se había registrado en marzo de 1840. Sin embargo, por estas fechas, el padre de 
Weierstrass de nuevo había cambiado de trabajo, llegando a ser el director de los trabajos 
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de sal en enero de 1840, y la familia tenía su residencia ahora en Westernkotten cerca de 
Lippstadt, en el Río de Lippe, al oeste de Paderborn [10]. 

En mayo de 1840 como parte de su examen escrito, presentó un ensayo sobre las funciones 
elípticas. Este artículo, que fue el punto de partida de los descubrimientos de Weierstrass, 
fue muy bien recibido por Gudermann, quien evaluó y valoró así la contribución de 
Weierstrass: 

... de la misma jerarquía que los descubrimientos que fueron coronados con la 
gloria. 

Cuando Weierstrass en su nueva vida de matemático conoció los comentarios de 
Gudermann, dijo que, de saberlo, habría publicado antes sus resultados. Comentó también 
cuán generoso había sido Gudermann con su elogio, particularmente porque él había sido 
muy crítico de los métodos de Gudermann [10]. 

En abril de 1841 Weierstrass había tomado los exámenes orales necesarios e inició su 
noviciado como maestro en el Gimnasio en Münster. Aunque no publicó ningún escrito de 
matemáticas en esta época, escribió tres artículos cortos en 1841 y 1842, que se describen 
en [5]. En este período descubrió lo que ahora se llaman Teorema de Laurent y los 
estimados de Cauchy [7]: 

Teorema. (Expansión de Laurent.) Sea f una función analítica en el disco perforado 
z:0<\z-p\<R , donde R>0. Entonces existe una sucesión doblemente infinita 

a n ™__ x de números complejos tales que 


f{z)= y a ,M~ py i 

n =-00 

para todo z en el mencionado disco perforado. 

Teorema (Estimados de Cauchy.) Si la función f es analítica en un dominio que contiene el 
disco cerrado z:\z- p\<R , entonces su n-ésima derivada f n \p) satisface 

|/ <,0 (/?)| < n\M / R" , donde M = max{/(z) :\z- p\= R}. 

Los conceptos sobre los cuales Weierstrass basó su teoría de funciones de variable 
compleja de los años posteriores a 1857 se encuentran explícitamente en sus trabajos 
inéditos escritos en Münster de 1841 a 1842, cuando estaba bajo la influencia de 
Gudermann. La transformación de su concepción de una función analítica a partir de una 
función diferenciable, a una función expandióle en una serie de potencias convergente la 
realizó durante este período temprano de su actividad matemática. 

Weierstrass empezó su carrera como maestro de matemáticas de secundaria en el Pro- 
Gimnasio en Krone Alemania en 1842, donde permaneció hasta que se cambió al Colegio 
Hoseanum en Braunsberg, en 1848. Siendo maestro de matemáticas, le exigieron que 
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enseñara también otras materias y, así, Weierstrass enseñó física, botánica, geografía, 
historia, alemán, caligrafía e incluso gimnasia. Pasaba la mayor parte de su tiempo libre 
haciendo amistades en la taberna local y trabajando en sus matemáticas. Posteriormente 
Weierstrass describió "la tristeza inacabable y el fastidio" de estos años miserables en los 
cuales [2]: 

... no tenía un colega para las discusiones matemáticas, ni acceso a una 
biblioteca matemática, y el intercambio de cartas científicas era un lujo que no 
podía permitirse pagar. 

Alrededor de 1850 Weierstrass empezó a padecer ataques de vértigo muy severos y que 
después terminaban en aproximadamente una hora de fuertes mareos. Los ataques 
frecuentes en un período de aproximadamente 12 años le dificultaron el trabajo y se piensa 
que la causa de estos problemas fueron los conflictos mentales que sufrió cuando era 
estudiante, junto con la tensión de aplicarse a la matemática en cada minuto libre de su 
tiempo mientras realizaba el trabajo agotador de la enseñanza. 

No es sorprendente que cuando Weierstrass publicó los artículos sobre las funciones 
abelianas en los prospectos de la escuela de Braunsberg pasaran inadvertidos por los 
matemáticos. Sin embargo, cuando publicó “Zwr Theorie der Abelschen Functionen” en la 
Revista de Crelle 1 en 1854 éste indudablemente fue notado. En este artículo se da una 
descripción preliminar de los métodos que comprenden la representación de funciones 
abelianas como series de potencias convergentes [10]. 

Con este artículo Weierstrass salió de la oscuridad y sobresaltó a la comunidad matemática 
que se preguntaba cómo era que este genio estaba enseñando a niños. Casi de inmediato la 
Universidad de Konigsberg le confirió el grado de Doctor Honoris Causa el 31 de marzo 
de 1854. Weierstrass solicitó la cátedra que quedó vacante en la Universidad de Breslau 
cuando Kummer se cambio a Berlín. Kummer, sin embargo, intentó influir en las cosas 
para que Weierstrass no fuera designado y se fuera a Berlín, en lugar de a Breslau. Una 
carta de Dirichlet al Ministro Prusiano de Cultura escrito en 1855 apoyó fuertemente a 
Weierstrass para que se le diera un nombramiento universitario. Los detalles se dan en [1]. 

Después de ser promovido como conferencista mayor en Braunsberg, Weierstrass obtuvo 
un año de licencia para dedicarse al estudio de la matemática avanzada. Sin embargo, ya 
había decidido no regresar a enseñar a la escuela. 

Weierstrass publicó una versión completa de su teoría de inversión de integrales 
hiperelípticas en su siguiente artículo denominado “ Theorie der Abelschen Functionen ” y 
publicado en la Revista de Crelle en 1856. A partir de él varias Universidades le ofrecieron 
una cátedra. Mientras las universidades en Austria discutían la perspectiva, le llegó la oferta 
de una cátedra del Instituto de la Industria en Berlín. Aunque él hubiera preferido ir a la 
universidad de Berlín, Weierstrass no quiso volver al Colegio Hoseanum en Braunsberg por 
lo que aceptó la oferta del Instituto el 14 de junio de 1856 [10]. 


1 Revista fundada y dirigida por el matemático August Leopold Crelle, cuyo nombre completo es: Journal ftir 
die reine und angewandte Mathematik. 
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Weierstrass continuo recibiendo ofertas, incluso cuando impartía una conferencia en Viena 
en septiembre de 1856 se le ofreció a una cátedra en cualquier universidad austríaca que 
eligiera. Antes de decidir sobre esta oferta, en octubre la Universidad de Berlín le ofreció 
una plaza de profesor asociado. Éste era el trabajo que él había deseado durante mucho 
tiempo y aceptó rápidamente, aunque habiendo aceptado antes la oferta del Instituto de la 
Industria, no pudo ocupar la plaza de la Universidad de Berlín formalmente durante algunos 
años [10]. 

El éxito de las conferencias de matemáticas de Weierstrass atrajo a estudiantes de todo el 
mundo. Los temas de sus conferencias incluyeron: la aplicación de series de Fourier e 
integrales a la física matemática (1856/57), una introducción a la teoría de funciones, la 
teoría de funciones elípticas (su tema de investigación principal), y aplicaciones a 
problemas en geometría y mecánica. 

En sus conferencias de 1859/60 Weierstrass presentó su Introducción al análisis , donde 
abordó los fundamentos de esta materia por primera vez. Weierstrass comprendió que el 
esclarecimiento conceptual de muchos teoremas, sólo sería posible mediante la 
construcción rigurosa de los números reales. Dio una demostración basada en lo que hoy en 
día conocemos como el teorema de Bolzano-Weierstrass (1874): toda sucesión acotada 
tiene un punto de acumulación. 

Además del teorema del valor intermedio, Weierstrass demostró mediante argumentos 
puramente analíticos (es decir, sin tomar en cuenta la evidencia geométrica) que una 
función definida en un intervalo cerrado, tiene un máximo y un mínimo absolutos. Este 
resultado aparece en las conferencias de Weierstrass de 1861 bajo el nombre 
Hauptlehrsatz, esto es, Teorema Principal. [6] 

En 1860/61 disertó sobre el Cálculo Integral. En 1861 su énfasis en el rigor lo llevó a 
descubrir una función que, aunque continua, no tiene derivada en ningún punto. 

oo 

f(x ) = Jb" eos {a n 7tx) 

n =1 


en donde a es un número impar, b un número real en (0, 1) y ab> 3 tt/2 . Este ejemplo era 
contrario a toda intuición geométrica. Los analistas que dependían fuertemente de la 
intuición para sus descubrimientos se desanimaron con esta función anti-intuitiva. El 
impacto causado a la comunidad matemática fue inmenso y provocó reacciones muy 
variadas que iban desde la incredulidad hasta el horror, pero la llamada de atención estaba 
dada, sobre el poco rigor y la engañosa intuición, y precipitó en gran medida la imperiosa 
necesidad de construir sobre bases irrefutables los números reales. 

Los efectos causados por la existencia de esta clase especial de funciones (continuas sin 
derivada en punto alguno) fueron muchas. En primer lugar, la continuidad de una función 
no siempre representaba una propiedad de su gráfica pues estos ejemplos no son 
graficables ya que una continuidad sin derivabilidad quería decir que la gráfica de la 
función ¡tiene un pico en cada punto! [6] 
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Anteriormente describimos los problemas de salud que Weierstrass padeció a partir de 
1850. Aunque logró las posiciones con las que había soñado, su salud se agotó en 
diciembre del861, cuando se derrumbó completamente. Le tomó casi un año recuperarse 
para disertar de nuevo, pero nunca recuperó su salud completamente. Durante este tiempo 
disertaba sentado y un estudiante escribía en el pizarrón por él. Los ataques que había 
padecido desde 1850 se detuvieron, pero fueron reemplazados por problemas del pecho 
[ 10 ]. 

En el curso que impartió en el año de 1863/64 sobre u La teoría general de funciones 
analíticas”, Weierstrass inició la formulación de su teoría de los números reales. En sus 
conferencias del año 1863 demostró que los números complejos son sólo conmutativos en 
su extensión algebraica de los números reales. Gauss había prometido una prueba de esto 
en 1831 pero falló en darla. 

Las conferencias de Weierstrass se desarrollaron en un curso de cuatro semestres que 
continuó impartiendo hasta 1890. Los cuatro cursos eran: 

1. La introducción a la teoría de funciones analíticas. 

2. Las funciones elípticas. 

3. Las funciones abelianas. 

4. El cálculo de variaciones o aplicaciones de funciones elípticas. 

El enfoque de Weierstrass, hoy en día, todavía domina la enseñanza del análisis y esto se 
infiere claramente del contenido y estilo de estas lecciones, en particular del curso de 
Introducción. Su contenido era: los números, el concepto de función con el enfoque de serie 
de potencias de Weierstrass, continuidad y diferenciabilidad, la extensión analítica, los 
puntos de singularidad, las funciones analíticas de varias variables, en particular el 
"teorema de preparación" de Weierstrass, e integrales de contorno. 

En Berlín, Weierstrass tenía dos colegas: Kummer y Kronecker, y los tres le dieron una 
reputación a la universidad de Berlín como la universidad líder en la cuál estudiar 
matemáticas. Kronecker fue un amigo íntimo de Weierstrass durante muchos años, pero en 
1877, la oposición de Kronecker al trabajo de Cantor y el apoyo de Weierstrass a este 
trabajo, causó una desavenencia entre los dos hombres que continuó hasta la muerte de 
Kronecker en 1891. Las relaciones se pusieron tan difíciles en una etapa, que en 1885 
Weierstrass pensó dejar Berlín e irse a Suiza. Sin embargo, cambió de parecer y 
permaneció en Berlín [9]. 

Un número grande de estudiantes se beneficio de las enseñanzas de Weierstrass. 
Mencionaremos algunos de ellos: Bachmann, Bolzano, Cantor, Engel, Frobenius, 
Gegenbauer, Hensel, Hólder, Hurwitz, Killing, Klein, Kneser, Kónigsberger, Lerch, Lie, 
Lueroth, Mertens, Minkowski, Mittag-Leffler, Netto, Schottky, Schwarz y Stolz. En 
particular, una estudiante merece una mención especial: Sofía Kovalevskaya. 
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El célebre químico Bunsen le escribió esta nota a Weierstrass, advirtiendo al matemático 
sobre la posibilidad de quedar fascinado por la belleza de Sofía Kovalesvskaya, una de las 
más insignes matemáticas de la historia. 

"Es una mujer que me ha hecho renegar de mis propias palabras. Que no se 
quite el sombrero, porque sin él, es una mujer muy peligrosa". 

Sofía utilizaba el sombrero en ocasiones para ocultar sus ojos de forma que su interlocutor 
pudiera escucharla sin perder la concentración. Pero el genial Weierstrass quedó cautivado 
por los conocimientos y la inteligencia de Sofía [9]. 

En 1870 Sofía Kovalevskaya vino a Berlín y Weierstrass le enseñó en privado, puesto que 
no le permitieron la admisión a la universidad. Ella era una estudiante muy especial en la 
que Weierstrass estaba muy interesado porque escribió: 

... soñó y se embelesó con tantos enigmas que permanecen por resolver, en 
espacios finitos e infinitos, en la estabilidad del sistema mundial, y en todos los 
grandes problemas de la matemática y la física del futuro... usted ha sido 
íntima... a lo largo de mi vida entera... y nunca he encontrado a nadie como 
usted, que pueda traerme tal comprensión de los objetivos más altos de la 
ciencia y una cdegre armonía con mis intenciones y principios básicos. 

Fue a través de los esfuerzos de Weierstrass que Kovalevskaya recibió un doctorado 
honorario de Gottingen, y también utilizó su influencia para ayudarle a obtener el post 
doctorado en Stockholm en 1883. La correspondencia de Weierstrass y Kovalevskaya duró 
20 años, de 1871 a 1890, durante la cual se intercambiaron más de 160 cartas (ver [3], [8]). 
Sofía murió a la edad de 41 años, su muerte quebrantó a Karl mentalmente, quien quemó 
todas las cartas y todo lo que le recordaba a Sofía [9]. 

Las normas de rigor que él expresó, definiciones, por ejemplo, números irracionales como 
límites de series convergentes, alteraron el futuro de la matemática. También estudió las 
funciones enteras, la noción de convergencia uniforme y funciones definidas por productos 
infinitos. Su esfuerzo se resume en [1] como sigue: 

Conocido como el padre del análisis moderno, Weierstrass ideó las pruebas 
para la convergencia de series y contribuyó a la teoría de funciones periódicas, 
las funciones de variable recd, las funciones elípticas, las funciones abelianas, 
productos infinitos convergentes, y el cálculo de variaciones. También 
contribuyó a la teoría deformas bilinecdes y cuadráticas. 

Weierstrass publicó poco [4]: 

... porque su sentido crítico invariablemente lo impulsó a basar cualquier 
análisis sobre fundamentos sólidos, empezando con un acercamiento fresco y 
revisando y extendiendo continuamente. 

Decidió dirigir la publicación de sus obras completas, en su caso esto comprende mucho 
material inédito de sus cursos y conferencias y Weierstrass comprendió que sin su ayuda 
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ésta sería una tarea difícil. Los primeros dos volúmenes aparecieron en 1894 y 1895, siendo 
los únicos que aparecieron antes de su muerte en 1897. Sus últimos años fueron difíciles 

[4]: 


Durante sus últimos tres años estuvo confinado a una silla de ruedas, inmóvil y 
dependiente. Murió de pulmonía. 

Los volúmenes restantes de sus Obras Completas aparecieron despacio; el volumen 3 en 
1903, el volumen 4 en 1902, los volúmenes 5 y 6 en 1915, y el volumen 7 en 1927. Los 
siete volúmenes se reimprimieron en 1967. Mucho de su trabajo continúa siendo publicado 
hoy, particularmente las versiones de sus conferencias tomadas de las notas hechas por 
aquellos que asistieron a las conferencias. 

Irónicamente, comprendió sus propias limitaciones. Él dijo una vez: “Es cierto que un 
matemático que no tenga también cdgo de poeta nunca será un matemático perfecto ”. Él 
entendió que la perfección matemática, así como la perfección poética, es imposible, 
aunque no hay nada malo en intentarlo [9]. 
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EL ÁLGEBRA DE LA LÓGICA 

Francisco C. García Durán 


INTRODUCCIÓN 

A reserva de lo que depare el futuro, desde el “ahora” de nuestro siglo XXI es posible 
afirmar que los años decisivos para el desarrollo de las matemáticas fueron los 
decimonónicos. Durante ellos hicieron su aparición varias áreas disciplinarias nuevas, entre 
ellas las geometrías no-euclidianas y las álgebras de vectores y matrices, además del 
álgebra abstracta, que dieron lugar a cambios en la concepción de las matemáticas y en 
cuáles son sus temas de estudio. Brevemente podríamos decir que durante el siglo XIX se 
pasó de una matemática apegada a la “realidad” de los sentidos físicos: números y espacio 
euclidiano, a una matemática dedicada a conceptos y cuestiones abstractos, propios de la 
disciplina y sin liga directa aparente con la realidad. La lógica no escapó a este fenómeno, y 
si a principios del siglo XIX los estudios lógicos no utilizaban herramientas matemáticas, 
durante el transcurso de éste se propició una tan estrecha cercanía con las matemáticas que 
a su término hubo intentos, principalmente de Bertrand Russell (1872-1970) y Alfred N. 
Whitehead (1861-1947), para fundamentar la matemática en la lógica. 

Este cambio en la tendencia del desarrollo de la lógica se dio durante la primera mitad del 
siglo decimonónico a partir del punto de quiebre que significó la aparición del álgebra de la 
lógica, obra del inglés George Boole (1815-1864). Con él se inicia el uso de herramientas 
matemáticas, en particular algebraicas, para la investigación lógica, dando lugar así al 
surgimiento de la teoría de lo que hoy conocemos como lógica matemática. En este texto 
damos un vistazo general a la historia de dicha aparición, que es un claro ejemplo de cómo 
un ambiente ad hoc, con intercambio de ideas, fomenta una nueva teoría. Nos limitaremos a 
las ideas más inmediatamente precursoras, tanto dentro de las matemáticas como en la 
lógica, y a las ideas iniciales básicas de esta álgebra, tal como fue presentada por Boole. 


IDEAS DESDE EL ÁLGEBRA 

Toda la historia que nos ocupa transcurre en las islas británicas y se inicia con los trabajos 
del algebrista George Peacock (1791-1858), quien en su obra A Treatise on Algebra (1830) 
adelanta la idea de que el álgebra es una ciencia deductiva al igual que la geometría, y trata 
de darle un tratamiento lógico al estilo de los Elementos de Euclides. Posteriormente 
publica una segunda versión en dos partes, diferenciadas para sendas álgebras. El volumen 
I (1842) está dedicado a lo que él llama álgebra aritmética y en la cual “consideramos los 
símbolos como representantes de números, y las operaciones a las cuales ellos están 
sometidos tan incluidas en las mismas definiciones (sean expresadas o entendidas) como en 
la aritmética común: los signos + y - denotan las operaciones de adición y sustracción en 
su significado ordinario solamente, ...así en expresiones ... como a - b, debemos suponer a 
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mayor que ¿>...” [4], El volumen II (1845) está dedicado al álgebra simbólica que el autor, 
citado en [6], describe como “la ciencia que trata las combinaciones de signos y símbolos 
arbitrarios por medios definidos a través de leyes arbitrarias” y en la que “podemos asumir 
cualesquiera leyes para la combinación e incorporación de tales símbolos, en tanto nuestras 
suposiciones sean independientes, y por tanto no inconsistentes una con otra”. 

En su trabajo, Peacock defendía dos puntos centrales. Primero, en todos los procesos del 
álgebra no se podía usar ninguna propiedad de una operación si no había sido puesto de 
manifiesto que tal propiedad pertenecía a esa operación, y no se le había establecido como 
una ley verdadera desde el comienzo o no había sido obtenida por deducción a partir de las 
leyes iniciales. Era así necesario el establecimiento completo del cuerpo de leyes que 
conciernen a las operaciones utilizadas en dichos procesos. En segundo lugar, para efectos 
deductivos, se debe considerar que los signos de las operaciones no tienen otros sentidos 
que aquellos que les han sido asignados por las leyes. Por ejemplo, ninguna propiedad de la 
multiplicación puede ser utilizada si no figura en la lista de propiedades de ella. Ésta es 
cualquier operación arbitraria que posea las propiedades expuestas en las leyes del álgebra 
relativas al signo x (o a cualquier otro signo que se pudiera proponer para la 
multiplicación). 

Aunque las ideas teóricas para el álgebra simbólica de Peacock apuntaban a la 
posibilidad de construir álgebras para entidades distintas de los números, fueron sólo un 
paso importante hacia la separación del álgebra y la aritmética, pero no fueron el paso 
definitivo ya que, en la práctica, usando lo que él llamaba el principio de la permanencia 
de formas equivalentes, Peacock sólo extendió las reglas de la aritmética logrando así 
estudiar sus propiedades más generales, tales como la distribuidad, la conmutatividad y la 
asociatividad. Dicho coloquialmente, su álgebra simbólica no logra cortar el cordón 
umbilical con la aritmética, y ésta permanece subyacente en la primera. Dado que las ideas 
originales de Peacock ejercieron una profunda influencia en Boole, resulta tentador pensar 
que la permanencia de esta “atadura aritmética” en su álgebra simbólica es la fuente de uno 
de los defectos más señalados en el álgebra booleana original, lo cual comentaremos más 
adelante. Además de Boole, el matemático inglés Augustus de Morgan (1806-1871) 
también fue influenciado por el algebrista pero él sí da el paso definitivo de la separación, 
considerando que se podría crear un sistema algebraico con símbolos arbitrarios y un 
conjunto de leyes bajo las cuales estos símbolos fueran manipulados, y sólo después se 
daría una interpretación de las leyes y símbolos. En resumen, podríamos decir que para los 
años treinta del siglo XIX, los matemáticos iniciaban la explotación de la recién 
descubierta rica veta del álgebra abstracta. Uno de los campos sería algo que hasta esas 
fechas se consideraba ajeno totalmente a las matemáticas y sus métodos: la lógica. 


IDEAS DESDE LA LÓGICA 

Con la excepción de la escuela de los Megáricos, que se dedicaron al estudio de la lógica 
proposicional, desde los trabajos fundacionales realizados por Aristóteles (384-322 a. C.) 
hasta el siglo XIX la gran mayoría de las investigaciones lógicas se circunscribían a la 
silogística. A este respecto recordemos, que si bien Aristóteles definió el silogismo como 
toda argumentación formal en la cual la conclusión es una consecuencia de las premisas, en 
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su análisis se concentró en aquel tipo específico de inferencia inmediata donde aparecen 
dos premisas y una conclusión, con la característica de que las premisas tiene en común el 
“término medio”. A este tipo de inferencia se asoció firmemente el nombre de “silogismo” 
y un ejemplo es el conocido desde el medioevo como Barbara : 

Todo S es M. 

Todo M es P. 

Luego, todo S es P. 

Para la formación de los silogismos, a Aristóteles le bastó con los cuatro enunciados 
categóricos tradicionalmente conocidos por las letras A, E, I y O: 


A: 

Todo S es P 

Universal afirmativo 

E: 

Ningún S es P 

Universal negativo 

I: 

Algún S es P 

Particular afirmativo 

0: 

Algún S no es P 

Particular negativo 


Así, la lógica anterior a la lógica matemática puede ser considerada como una serie de 
interminables tentativas de reformar, mejorar o extender el silogismo aristotélico para 
comprender nuevas formas de inferencia. 

La más famosa de estas tentativas, y que influyó grandemente en Boole, fue la 
“cuantificación del predicado”, introducida por el filósofo escocés William Hamilton 
(1788-1856). Este filósofo advirtió que el término predicado en cada uno de los cuatro 
enunciados categóricos tradicionales es ambiguo, en el sentido de que no queda claro si se 
refiere a todo el predicado o sólo a una parte del mismo. Por ejemplo, todo A es B puede 
significar todo A es todo B o todo A es algún B. Con esta cuantificación del predicado se 
logran ocho enunciados básicos para la construcción de silogismos. Por desgracia, la 
incapacidad matemática de Hamilton lo llevó a un sistema lógico complicado y oscuro, 
nada práctico, con demasiadas expresiones confusas. En su afán de remediar la oscuridad 
de sus expresiones con el desarrollo de una notación Hamilton hizo la innovación de 
formular como igualdades de enunciados los silogismos válidos con predicados 
cuantificados. Por ejemplo, el silogismo que comúnmente aparece en los cursos de lógica 
de preparatorias de corte humanístico, 

Todos los hombres son mortales. 

Sócrates es hombre. 

Por tanto, Sócrates es mortal. 

Hamilton lo formulaba como, 

Todos los hombres y algunos mortales son iguales. 

Sócrates y algunos (en este caso, uno) hombres son iguales. 

Por tanto, Sócrates y algunos (uno) mortales son iguales. 

Algunos lógicos son de la opinión de que esta innovación es la única contribución 
importante de Hamilton a la lógica, porque así sugirió que los enunciados lógicos pueden 
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ser reducidos a algo análogo a las ecuaciones algebraicas, llevando a una analogía entre la 
lógica y el álgebra. 

En su tiempo, el trabajo de Hamilton no escapó a las críticas de sus contemporáneos, entre 
ellos Augustus de Morgan. Este último “encontró, entre los modos válidos de Hamilton, un 
silogismo cuya expresión era tan confusa que parecía afirmar que todos los hombres que no 
eran abogados estaban hechos de piedra. De Morgan lo llamaba el ‘silogismo esperpento’ y 
se provocó un debate acalorado entre los ingleses que estaban a favor y en contra del 
sistema de Hamilton” [3]. Dado que De Morgan también cuantificó el predicado dentro de 
su sistema, fue acusado de plagiario por Hamilton dando lugar a una larga polémica 
sostenida a través de libros y artículos de revistas que a veces era agria y en otras ocasiones, 
divertida. Debido a sus habilidades matemáticas, De Morgan logró hacer muchas 
contribuciones fructíferas a la lógica, principalmente en la teoría de silogismos. Las más 
conocidas en la actualidad son las llamadas Leyes de De Morgan. 

El primer trabajo sobre lógica de este matemático inglés fue publicado en 1839 con el título 
First Notions in Logic, y sus papeles lógicos fueron publicados en una serie titulada On the 
Syllogism, aunque los primeros cuatro pueden ser encontrados también en su obra, 
publicada en 1847, Formal Logic; or, the Calculus of Inference, Necessary and Probable. 
En sus trabajos. De Morgan usa letras mayúsculas, tales como X, Y, Z, etc. para términos 
generales arbitrarios o nombres, y para lo “contrario” de un nombre no usa un operador 
explícito de negación, sino la letra minúscula correspondiente al nombre. Por ejemplo, lo 
contrario del nombre X es denotado x. La conjunción de proposiciones P y Q es expresada 
como PQ, y la disyunción como P,Q. Con esta notación una de sus leyes se enunciaría 
como: lo contrario de PQ es p,q. De Morgan parecía poco consciente de la importancia de 
una buena notación, como es evidente al comparar la notación anterior para las operaciones 
entre proposiciones con su notación para los cuatro enunciados categóricos: 


Todas las Xs son Ys 

X)Y 

Ningunas Xs son Ys 

X,Y 

Algunas Xs son Ys 

XY 

Algunas Xs no son Ys 

X:Y 


donde los símbolos para E e I coinciden, respectivamente, con los de disyunción y 
conjunción. 

De Morgan recibió instrucción formal clásica en latín, griego, hebreo y matemáticas, 
habiendo ingresado en 1823 al Trinity College en Cambridge, donde estudió las 
matemáticas europeas en boga. En su trabajo matemático abordó una vasta variedad de 
temas con énfasis en álgebra y lógica, por lo que resulta sorprendente que no haya sido 
capaz de establecer una liga entre estas dos áreas de estudio. Aunque su trabajo en lógica 
fue contemporáneo del de Boole, él era un lógico tradicional que conocía la teoría medieval 
de lógica y semántica, y en términos kuhneanos, a nivel de especulación, podríamos decir 
que si bien era uno de los articuladores del nuevo paradigma matemático, aparentemente 
concebía la lógica como independiente de las matemáticas por lo que en este campo fue un 
articulador del viejo paradigma aristotélico. Quizá su mayor conocimiento de la lógica 
antigua se constituyó en un obstáculo epistemológico para llegar a la idea de aplicar las 
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herramientas algebraicas al estudio del área y de allí al nacimiento de un nuevo paradigma 
lógico. En contraste. Boole, a pesar de, o quizá debido a, ser un autodidacta con menores 
conocimientos de la lógica antigua, fue quien concibió dicha idea genial y con ello “ha 
descubierto la forma verdadera y general de la lógica, y ha dado a la ciencia la forma que, 
en lo fundamental, deberá tener en adelante. De esa manera, ha efectuado una reforma que 
difícilmente tiene punto de comparación en la historia de la lógica, desde la remota época 
de Aristóteles hasta nuestros días”[3]. Dicho lo anterior en 1874 por William Stanley 
Jevons (1835-1892), el primer crítico y primer articulador del nuevo paradigma lógico. 

Aunado a la cuantificación del predicado, con la nuevas teorías lógicas de Hamilton y De 
Morgan se dio también el cambio importante del punto de vista intencional para los 
enunciados al punto de vista extensional. Este cambio permitiría pasar de una lógica de 
términos a una lógica de clases. Desde Aristóteles los términos sujeto, S, y predicado, P, en 
un enunciado, se habían considerado signos de cualidades. Es decir, desde el punto de vista 
intencional se consideraba que el enunciado todo perro es carnívoro tenía el sentido de que 
la cualidad ser carnívoro se le atribuye a la cualidad ser perro-, ser carnívoro es una parte 
de la cualidad de ser perro. En cambio, desde el punto de vista extensional, el sentido del 
enunciado anterior era que cualquier cosa que sea un perro tiene la propiedad de ser 
carnívoro. En otras palabras, el conjunto o clase de todas las cosas que son perros es una 
parte de la clase de todas las cosas que son carnívoras. Con esta nueva concepción el 
enunciado anterior era todos los perros son carnívoros, y, en general, esto se reflejaba en la 
notación de ambos lógicos, quienes empleaban “Todos los Ss son Ps” en lugar del 
tradicional “Todo S es P”. Así, los términos S y P se volvieron signos de las cosas mismas 
que poseen las cualidades. Con esta concepción de los términos se estaba a un paso de 
pensar que la teoría de los nexos lógicos entre los enunciados que los incluyen: la 
silogística, se puede traducir a una teoría de las operaciones sobre las clases, es decir, a un 
álgebra de clases. Quien primero tuvo esta visión fue Boole, pero no cabe duda que 
conociendo las teorías lógicas de Hamilton y De Morgan sacó provecho de sus 
innovaciones: la cuantificación del predicado y el punto de vista extensional. 


EL ÁLGEBRA DE LA LÓGICA 

Toda la intensa actividad en álgebra y lógica desarrollada en Gran Bretaña durante la 
primera mitad del siglo formó un caldo de cultivo, en plena ebullición, ideal para la 
aparición en 1847 del trabajo pionero de George Boole, The Mathematical Análisis of 
Logic, being an essay towards a calculus of deductive reasoning. Nadie mejor que el 
propio autor para decirnos su pretensión al escribir este pequeño volumen: 

Quienes estén familiarizados con el estado actual del álgebra simbólica, 
saben bien que la validez de los procedimientos de análisis no depende de la 
interpretación de los signos que se emplean, sino exclusivamente de las 
leyes para su combinación. Cualquier sistema de interpretación que deje 
intacta la verdad de las relaciones presupuestas por ese procedimiento es 
igualmente legítimo... sin embargo, el pleno reconocimiento de las 
consecuencias de esta importante doctrina fue retrasado por circunstancias 
secundarias en cierta medida... La expresión de magnitudes o de 
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operaciones referentes a magnitudes ha sido el objetivo declarado para el 
que han sido inventados los símbolos del análisis y estudiadas sus leyes. De 
este modo las abstracciones del análisis moderno han estimulado, no menos 
que los diagramas intuitivos de la geometría antigua, la convicción de que la 
matemática es, en principio y no sólo de hecho, la ciencia de la magnitud... 

(En cambio) nosotros estamos en condiciones de dar precisamente como 
característica definitoria de cálculo la de que es un método basado en el uso 
de símbolos, cuyas leyes de combinación son conocidas y generales y cuyos 
resultados permiten una interpretación exenta de contradicciones...Sobre 
este principio general es sobre lo que yo me propongo construir el cálculo 
de la lógica y reclamo para él un lugar entre las formas reconocidas de 
análisis matemático, independientemente del hecho de que tal cálculo deba, 
por ahora, apartarse de ellas espontáneamente en todo lo referente a su 
objeto y sus instrumentos [1], 

Para el logro de su objetivo, Boole construye un cálculo puramente algebraico mediante 
símbolos: 1, 0, x, y, z, w..., con sólo dos operaciones definidas a partir de ellos. 

Suma: x + y; Producto: xy, para las cuales se cumplen las leyes siguientes: 


x + y = y + x xy= yx 

x+ ( 1 - v ) = 1 xy= v 

z= zl = zx + z( 1 - x) íx=x 

z(x+ y) =zx+ zy 0 x = 0 

Es posible v & 0, y * 0, tal que xy = 0 x(l - x ) = 0 


Notemos que la ley booleana x 2 = x, y la más general x" = x, no se cumple en la aritmética. 
Además, para los números reales es válido que si xy = 0 entonces x = 0 o y = 0, ley que no 
se cumple en el álgebra de Boole. Por lo que es obvio que esta álgebra no corresponde al 
álgebra aritmética. 

Interpretándola como un álgebra de clases y relaciones entre clases, Boole, a través de su 
cálculo, logra construir toda la silogística (el tema más tradicional de la lógica de esos días) 
por medio de ecuaciones. Mostrando con ello las bondades y el poder de las matemáticas 
aplicadas a la lógica, y estableciendo un vínculo duradero entre ambas ciencias. Para dar 
una breve ilustración de la naturaleza de su trabajo, citamos en lo que sigue algunos 
fragmentos de su ensayo publicado en 1848 y titulado significativamente The Calculus of 
Logic [2]. Aunque en este ensayo no está explícito, Boole le da al símbolo 0 la 
interpretación de nada, entendiendo por tal la clase que no tiene por elemento nada que sea 
elemento de la clase representada por 1. Y así, 

el universo de objetos concebibles es representado por 1 o la unidad. Este lo 
asumo como la concepción dominante y principal. Todas las concepciones 
subordinadas de clases se entiende que se forman por limitación, de acuerdo 
al siguiente esquema. 

Supongamos que tenemos la concepción de cualquier grupo de objetos 
consistentes de Xs, Ys, y otros, y que x, el cual llamaremos un símbolo 
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electivo, representa la operación mental de seleccionar de ese grupo todas 
las Xs que contiene, o de fijar la atención sobre las Xs con la exclusión de 
todas las que no son Xs, y la operación mental de seleccionar las Ys, y así 
sucesivamente; entonces, al ser 1 o el universo la concepción dominante, 
tendremos 

xl o x = la clase X, 
yl o y = la clase Y, 

xyl o x y = la clase donde cada miembro está en ambos X e Y, 
y así sucesivamente. 

De la misma manera tendremos 

1 - x = la clase no-X, 

1 - y = la clase no-Y, 

x(l - y ) = la clase cuyos miembros son Xs pero no-Ys, 

(1 - x ) (1 - y ) = la clase cuyos miembros son ni Xs ni Ys, etc. 

Por la naturaleza de las operaciones mentales involucradas, Boole afirma que se cumplen 
las leyes de la distributividad, la asociatividad y la de x n = x, a la cual llama ley del índice 
y la considera peculiar del cálculo. Aclara que la verdad de éstas no depende de las clases y 
sus miembros, ni de sus mutuas relaciones, sino que ellas “están de hecho incorporadas en 
todo lenguaje hablado o escrito”. Además, 

con estas leyes está conectado un axioma general. Hemos visto que las 
operaciones algebraicas ejecutadas con símbolos selectivos representan 
procesos mentales. Así, la conexión de dos símbolos por el signo + 
representa la agregación de dos clases ( ajenas ) en una clase singular, la 
conexión de dos símbolos xy como en la multiplicación, representa la 
operación mental de seleccionar de una clase Y aquéllos miembros que 
también pertenecen a otra clase X, y así sucesivamente. Por tales 
operaciones, la concepción de una clase es modificada. Pero al lado de esto 
la mente tiene el poder de percibir relaciones de igualdad entre clases. El 
axioma en cuestión, entonces, es que si una relación de igualdad es 
percibida entre dos clases, esa relación permanece inalterada cuando ambos 
sujetos son igualmente modificados por las operaciones arriba descritas. 

Este axioma, y no el “dictum de Aristóteles”, es el real fundamento de todo 
razonamiento, la forma y carácter del proceso, siendo, sin embargo, 
determinada por las tres leyes ya establecidas. 

Observemos que posteriormente Jevons propone que la suma sea considerada entre clases 
no necesariamente ajenas. Con esto se tiene la ley x + x = x, distinta de la ley booleana 
original x + x = 0. A partir de estos conceptos, Boole transforma las proposiciones 
cuantificadas en ecuaciones y así, cualquier silogismo puede ser transformado en un 
sistema de ecuaciones, el cual es válido si las ecuaciones correspondientes a las premisas 
sometidas a manipulación algebraica nos permiten llegar a la ecuación correspondiente a la 
conclusión. Además, dadas las premisas de un silogismo, era posible obtener una 
conclusión manipulando algebraicamente las ecuaciones correspondientes a las premisas y 
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llegando, si era posible, a una ecuación con interpretación lógica. A manera de ejemplo de 
la conversión a ecuaciones, veamos cuáles son las correspondientes a las cuatro 
proposiciones categóricas aristotélicas: 


A: 

E: 

I: 

O: 


y =vx 
y = v( 1 - x ) 
vy = v x 
vy = v ’( 1 - x ) 


Boole llevó a cabo una completa formulación de sus ideas en la primera mitad de su obra 
de 1854, An Investigation of the Laws ofThought on which are founded the mathematical 
theories oflogic and probabilities. En ella fue mucho más lejos en su intento de hacer uso 
de las operaciones y procesos de matemáticas para la construcción de su teoría lógica. 
Estaba dispuesto a permitir el uso de cualquier idea del álgebra aritmética, siempre y 
cuando ello le ayudase a obtener las respuestas correctas. No le importaba que con ello los 
pasos intermedios en la resolución de un problema lógico no tuviesen sentido desde el 
punto de vista lógico. Este predominio de lo aritmético pareciera un resabio de la “atadura 
aritmética” de Peacock, siendo uno de los defectos que le encontró Jevons, quien, por el 
contrario, pensaba que todo paso algebraico debería corresponder a un paso lógico. 

Lo notable del álgebra de la lógica de Boole es que también podía ser interpretada, como lo 
hizo en su momento su propio creador para la hasta entonces poco trabajada lógica 
proposicional. Con ello se daba por primera vez una teoría unitaria de la lógica. En esta 
álgebra de proposiciones se tienen todas las leyes del álgebra de clases y una más que le es 
completamente propia: x = 0 o x = 1. Esperamos que, con lo hasta aquí dicho, el lector 
obtenga una apreciación favorable de la genialidad de George Boole y de por qué ocupa un 
lugar preponderante en la historia de la lógica. 
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LA DAMA DEL ÁLGEBRA 

Francisco Javier Tapia Moreno 


Las mujeres han tenido, a lo largo de la historia, muchas y muy serias 
dificultades para introducirse en el mundo de la ciencia, y el de las matemáticas 
no ha sido la excepción. Mujeres tales como Hipatía, María Gaetana Agnesi, 
Sophie Germain y Emmy Noether, lucharon por sus ideales hasta alcanzar sus 
metas y propósitos, obteniendo al fin plazas para distintas universidades, en las 
cuales hicieron grandes descubrimientos, muchos de ellos muy importantes. En 
las siguientes secciones, conoceremos un poco de la vida de Emmy Amalie 
Noether y de sus relevantes aportaciones a las matemáticas y la física. 


SU FORMACIÓN 

Emmy Amalie Noether nació el 23 de marzo de 1882 en Erlangen, Alemania, donde siguió 
la escuela elemental de 1889 a 1897. En 1900, en su ciudad natal, obtuvo un certificado 
como maestra de inglés y francés; sin embargo, no era ese su destino, pues realizó grandes 
contribuciones al mundo de las Matemáticas y de la Física. Hizo frente a muchos 
problemas durante el trayecto de su vida, ya que estaba empeñada en lograr una educación 
que la mayoría de las mujeres no conseguían debido a que, en Alemania y a inicios del 
siglo XX, las mujeres no podían matricularse en las universidades de manera oficial y se 
tenía que solicitar autorización a cada profesor para asistir a su asignatura. 

Emmy luchó para poder obtener el permiso y, así, logró asistir a clases en las universidades 
de Erlangen, de 1900 a 1902 y de Gottingen, en 1903 y 1904. En Góttingen, asistió a 
cátedras de matemáticos tan importantes como David Hilbert (1862-1943), Félix Klein 
(1849-1925) y Hermann Minkowski (1864-1909). En 1904 obtuvo la aprobación para 
matricularse y tres años después, el viernes 13 de diciembre de 1907, obtuvo el doctorado 
con la tesis “Los sistemas completos de invariantes para las formas bicuadráticas 
ternarias ” bajo la dirección de Paul Gordan. 

Al doctorarse, Emmy emprendió una nueva batalla, para poder dar clases en las 
universidades; tuvo que hacerlo bajo el nombre de su padre, distinguido matemático y 
profesor en Erlangen, o de su amigo, el matemático David Hilbert (a quien se le atribuye la 
deducción de las ecuaciones de campo de la teoría de la relatividad, independientemente de 
Albert Einstein) quien, conjuntamente con Félix Klein, mantuvo una dura pugna con las 
autoridades académicas para que le concedieran a Emmy una plaza. 
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SU TRABAJO 

La fama de Emmy creció cuando aparecieron sus publicaciones, las que tuvieron 
importante influencia en el desarrollo del álgebra moderna y la teoría de la relatividad. De 
entre sus contribuciones, el concepto más conocido es el de anillos ideales, los cuales son 
conocidos como anillos noetherianos. Para presentar la idea de anillo noetheriano, 
iniciamos primeramente con un conjunto A que cumple con las siguientes condiciones de 
anillo conmutativo: 

a) a, b e A irrplica que a + b e A 

b) a+b =b+a para a,b e A 

c) 4[+b^c = a + ^+c^J>ara a,b e A 

d) Existe un elemento Oe A tal que a+0 = a para todo a e A . 

e) Dado as A existe be A tal que a+b = 0 

f) a,beA irrplica que a*beA 

g) (*¿>3 C para a,b,ceA 

h) a* ^+c~^a*b + a*c y ^+cjj fl =b*a+c*a para a,b,ceA 

Un subconjunto no vacío I de un anillo conmutativo A es un ideal si se satisfacen las 
siguientes dos condiciones: 

1. Si a, bel , entonces a-bel 

2. Si a e I y si r e A, entonces r*ael 

En otras palabras, un ideal es un subanillo S de A tal que, para todo ae A y s e S , se tiene 

que cis, sae S . 

Por ejemplo: 

1) Los enteros pares forman un ideal / en el anillo de los enteros porque, si 2 n y 2 m 
están en /, entonces 2 n - 2 m = 2 (n - m) está en 1. Además, si r es un entero 
cualquiera riln) = 2(rn). De hecho, todos los subgrupos de la forma nZ, con neZ 
son ideales. 

2) ^ ^»Z 4 es un ideal del semigrupo C 4 , V y no un ideal del anillo Z 2 ya que 
contiene a 2 y 4 pero no a 2 + 4 = 6. 

3) El subconjunto I de un anillo A, cuyos elementos son de la forma ra+na, donde 

re A y n es un entero, forman un ideal en A porque, si q a + n ¡ a y r 2 a + n 2 a están en 
el subconjunto /, qa+«ja- 4¿a + n 2 a'^ ^ -r 2 ^ -n 2 ^ es de la forma dada. 

Además, si re A entonces, r( l a+n l a^r{r l +n l rlfr=r' a+O-a donde r'eA. Este ideal 
recibe el nombre de ideal principal generado por el elemento a del anillo A y se 
indica por (a). Así, todo ideal de Z, el anillo de los enteros, es principal. Con esta 
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notación, (2) es el ideal del anillo A, cuyos elementos son de la forma 2r+2«, donde 
r e A y n es un entero. 

n n 

4) El subconjunto I de un anillo A cuyos elementos son de la forma - 'Y : n ¡ a ¡ 

i =1 7=1 

donde r¡ e A y los n 7 son enteros, es un ideal en el anillo A, generado por el número 
finito de elementos a l ,a 2 ,--,a n de A y denotado por \ Se dice que 

a 1 ,fl 2 ,-,fl„ forman una base del ideal. Por ejemplo (9, 25) es el ideal del anillo A, 
cuyos elementos son de la forma 9r l +25r 2 +9n l +25n 1 donde r 1; r 2 eA y n x ,n 2 son 
enteros. 

Entre los ideales, también están definidas operaciones. Por ejemplo, si M y N son dos 
ideales de un anillo conmutativo A; la suma M + N es el conjunto de todas las sumas m + n 
para meM y ne N. Para ilustrar el caso consideremos el anillo Z de enteros, y sea M = (9) 
y N = (12). Entonces M + N es el conjunto de todos los enteros que pueden expresarse en la 
forma 9 a +12 b, con a, b enteros. Un pequeño examen muestra que M + N = (3). M nN es 
el conjunto de todos los enteros que son múltiplos de 9 y de 12, por lo tanto, M nN = (36). 

El producto AB de dos ideales de un anillo conmutativo R, es el conjunto de todas las 
sumas finitas 

n 

^ a¡b¡ con a¡ eM y b¡ e N . 

;=i 

Así, MN = (108) y, el cociente de A y B denotado por A: B es el conjunto de todos los 
elemento c de R tal que cB = BccA , así, M: N = ( 3 ) y N: M =( 4). 

Por último, si A y B son dos ideales del anillo conmutativo R. se tiene que: 

AB c An¡B <z A B jJ; A + B 

Ahora bien, para que un anillo N sea noetheriano, debe satisfacer la siguiente condición de 
encadenamiento ascendente para ideales (CEA): Un anillo R se dice que satisface CEA, 
si toda sucesión de ideales /,, l 2 , - de N tal que /, c/ 2 cz - tiene un número finito de 
términos. Por ejemplo, si 1 consiste de todos los múltiplos de 27, es decir, I = (27), 
entonces (27) es un subconjunto de (9) y (9) es un subconjunto de (3), así los tres ideales 
(27), (9) y (3) es la cadena más larga posible correspondiente al ideal 1. 

En 1918, Emmy Noether probó un importante teorema y su inverso, este teorema reveló la 
conexión general entre las simetrías y las leyes de conservación en la física. Surgió de los 

intereses de Hilbert por la relatividad general einsteiniana. El teorema, 
que lleva su nombre, es empleado en mecánica y teoría de campos. 
Pertenece al cálculo diferencial y pasó inadvertido en su momento. 
Actualmente goza de enorme prestigio entre los físicos de partículas. 
Este teorema se basa en las propiedades de invariancia del lagrangiano 
de un sistema, bajo la acción de ciertas transformaciones llamadas 
simetrías. A las leyes de conservación a las que obedece dicho sistema, se 
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les llama también "principio^' porque rigen en todas las leyes de la 
naturaleza gobernadas por lagrangianos invariantes bajo el mismo 
grupo de transformaciones. Así ocurre con el principio de conservación 
de la energía, o el principio de conservación de la cantidad de 
movimiento o impulso de los cuerpos o el principio de conservación del 
momento angular. El principio de conservación de la energía en 
mecánica clásica, por ejemplo, enuncia que la energía total, la cinética y 
potencial de un sistema aislado, es decir, de un sistema que no 
intercambie energía con el exterior, es constante. Otros principios de 
conservación son el de la carga eléctrica, el del número bariónico o el del 
número leptónico. El teorema de Noether expresa, de manera general, 
que si al principio de una reacción se cuenta con cierto número de 
entidades (cargas, bariones, le piones), al final se encontrará el mismo 
número de entidades. 

# 

Emmy Noether funda los principios de conservación en la invariancia 
formal de las leyes de la física. Es decir, en mecánica, un sistema queda 
descrito por una función matemática que depende de sus coordenadas de 
posición y velocidad, así como del tiempo. Esta función se llama 
lagrangíano del sistema y es igual a la diferencia entre la energía cinética 
y la potencial. La cuestión es: ¿qué leyes físicas son válidas aunque se 
cambie el sistema de coordenadas, efectuando en él unas 
transformaciones llamadas, muy genéricamente, simetrías, entre las que 
podemos incluir, por ejemplo, traslaciones o rotaciones? 

El teorema de Noether presenta una correspondencia entre cada 
principio de conservación de una magnitud física (así, la energía, el 
impulso, la cantidad de movimiento) y una invariancia formal de las 
leyes de la física. Dicho de otro modo, para toda simetría continua (por 
ejemplo, una rotación espacialj del lagrangíano del sistema, hay una 
magnitud conservada a lo largo de la evolución del mismo. Las 
conclusiones más interesantes se obtienen en el caso de las 
transformaciones eudídeas, como las espaciales, las rotaciones o las 
temporales, esto es, en aquellos casos en que la transformación no 
deforma los objetos. En estos casos simples, el teorema de Noether 
conduce a los siguientes resultados. 

1. Cuando un lagrangiano es invariante bajo traslaciones del tiempo, 
su expresión formal no cambia al variar la variable tiempo, 
entonces la energía total de sistema se conserva durante el 
movimiento. 

2. Si es invariante el sistema por traslación espacial, la magnitud 
conservada es el impulso o momento lineal. 

3. Cuando es invariante por rotación, se conserva el momento 
angular. 
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Aquí están los tres grandes principios de conservación de la física 
clásica: el de energía, que se basa en la invariancia del lagrangiano por 
traslación temporal; el del impulso mecánico, que se basa en la 
invariancia por traslación espacial y, el del momento angular, que se 
fundamenta en la invariancia por rotación. ¿Podrían remitir la 
conservación de la energía a la constancia de las leyes de la física y, 
consiguientemente, a la uniformidad del tiempo; la conservación de la 
cantidad de movimiento, a la universalidad de las leyes físicas y, 
finalmente, la conservación del momento angular a la isotropía del 
espacio (ninguna dirección goza de privilegio alguno sobre otras)? 


SU DESTIERRO 

A pesar de sus indudables méritos, Emmy Noether no consiguió ningún 
puesto académico en la Universidad de Gottingen. Ni siquiera pudo 
pasar la prueba de Habilitación, requisito indispensable para obtener el 
derecho a la docencia en las universidades alemanas, ya que, según la 
ordenanza legal de 1908, sólo podía ser concedida a los candidatos 
masculinos. Una protesta posterior ante el Ministerio de Cultura hizo 
que esta ley fuese derogada. Según testimonio de Hermann Weyl (1885- 
I955)i su colega en Gottingen, fueron los mismos matemáticos e 
historiadores quienes más se opusieron a su nombramiento. 

Acabada la primera Guerra Mundial, las cosas cambiaron un tanto. 
Emmy Noether pudo superar en 1919 la última prueba para conseguir su 
Habilitación, que consistía en dar una conferencia. A partir de entonces 
pudo dar clases en la Universidad y recibir parte del dinero que pagaban 
sus estudiantes ( Prívatdozent ). En 1922* recibió un título académico que 
era un mero título sin obligaciones y sin salario. Posteriormente obtuvo 
un modesto Lehrauttrag (Encargo de Magisterio) para álgebra que 
llevaba asociado un pequeño salario. Así permaneció hasta 1933* 

Siendo judía, además de mujer, la llegada de los nazis al poder, complicó 
aún más su situación. En abril de este mismo año, 1933 , se le retiró tanto 
su venía legendí como su LehrauStrag y, con ello, su salario. Con la ayuda 
de Bryn Mawr, de Pennsylvania, y de Sommerville, de Oxford, ambas 
colegas femeninas, pudo conseguir un puesto, de un año académico de 
duración, en el Bryn Mawr College. En octubre de 1934, se exilió a 
Estados Unidos. 

A partir de 1934 empezó a dar clases semanales en el Institute for 
Advanced Study de Princeton, no lejos del Bryn Mawr College, donde se 
le renovó su contrato académico por un año más. La suerte, sin embargo, 
no la acompañó. El 14 de abril de 1935 Emmy Noether muere en el Bryn 
Mawr Hospital como consecuencia de una operación que no parecía 
excesivamente peligrosa. 
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"Según el juicio de los más eminentes matemáticos en vida, Emmy Noether era la 
más importante inteligencia matemática creativa que había nacido desde que comenzó 
la educación superior de las mujeres". 
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PRESENTACIÓN 


Con este número, cerramos nuestro primer volumen de Apuntes de 3-Cístoría 
de Cas Matemáticas, lo cual nos llena de satisfacción y nos impulsa a continuar 
con nuestro esfuerzo, sobre todo por la respuesta obtenida de parte de un 
conjunto de profesores interesados en la difusión de las matemáticas y de su 
historia. Amparados ahora por este volumen publicado, muestra de la orientación y 
propósito de nuestra revista, reiteramos la invitación que hicimos a todos nuestros 
lectores desde el primer número para que propongan trabajos para su publicación; 
la forma de hacerlo se encuentra descrita en el interior de la portada. 

Por otra parte, les recordamos que contamos ya con un sitio en la red, donde 
también publicamos los artículos de estos Apuntes. La dirección electrónica es 

http://fractus.mat.uson.mx/~tedi/apuntes/ 

y están todos ustedes invitados a visitarnos. En esta página se encuentran otras 
publicaciones del Taller Editorial del Departamento de Matemáticas de la 
Universidad de Sonora. Además del acceso directo por medio de la dirección 
arriba anotada, también se puede ingresar a través de la página del Departamento 
de Matemáticas, utilizando las ligas que ahí se tienen: Ingresar a 

http://www.mat.uson.mx , 

luego señalar ENTRAR, enseguida Departamento de Matemáticas, luego 
Posgrado y, finalmente, Taller Editorial del Departamento de Matemáticas. Los 
artículos de cada número son subidos a la red cuando aparece impreso el número 
siguiente. 

En este número de Apuntes de 3-Cístoria de Cas Matemáticas, ponemos a 
su disposición cinco temas interesantes. En el primer artículo, titulado El 
Desarrollo del Álgebra Moderna, el Maestro Guillermo Dávila Rascón emprende 
un recorrido por la historia del álgebra para darnos una idea sobre la manera como 
ésta nació y fue evolucionando hasta llegar al álgebra simbólica y abstracta de 
nuestros tiempos. Por razones de espacio, esta exposición fue dividida en tres 
partes; en la primera, que es la que se presenta en este número, aborda el tema 
del álgebra en la antigüedad. Así, después de una introducción donde nos da un 
panorama sucinto de la historia del álgebra, presenta las características 
principales de lo que podría considerarse, por su contenido o métodos, como 
trabajo algebraico en las civilizaciones antiguas: Egipto, Mesopotamia y el Mundo 
Helénico. En los números siguientes serán publicadas las otras dos partes. 

El segundo artículo se refiere a Las Matemáticas en el Renacimiento. Su autor, 
el Maestro Oscar Mario Rodríguez Sánchez, nos plantea una visión muy 
panorámica de las matemáticas europeas de los siglos XV y XVI, mediante un 



breve atisbo al trabajo más importante de cada uno de los principales matemáticos 
renacentistas, desde Nicolás de Cusa y Regiomontano, en la primera mitad del 
siglo XV, hasta antes de la obra de René Descartes, a principios del siglo XVII. 
Los dos aspectos principales que se abordan son: la evolución de la notación 
algebraica y la solución de ecuaciones algebraicas. 

Los últimos tres artículos tienen un enfoque biográfico. El primero de ellos, de la 
maestra Gudelia Figueroa Preciado, se refiere a Ronald Aylmer Fisher, cuyo 
trabajo pionero contribuyó notablemente a dotar a la estadística de una base 
matemática firme, mediante la deducción matemática de distribuciones 
muéstrales, desarrollo de propiedades de los estimadores y otros conceptos y 
técnicas, pero principalmente recuerda su contribución a la creación y 
consolidación de lo que ahora se conoce como diseño experimental, de amplio 
reconocimiento y aplicación en todas las ciencias experimentales. La estadística, 
por su importancia y sus aplicaciones, es una herramienta que todos debiéramos 
conocer, al menos en sus aspectos básicos, y dentro de la historia de la 
estadística, es de destacarse la labor de Fisher, al introducir el análisis de varianza 
y las técnicas de diseño de experimentos. 

Los dos últimos artículos abordan la vida y obra de dos matemáticos de la Rusia 
soviética que realizaron una obra extraordinaria y fueron amigos y colaboradores 
en una etapa de su vida. Primeramente, sobre la vida de Pavel Sergueievich 
Aleksandrov nos platica el doctor José Luis Díaz Gómez, destacando sus 
primeros contactos con las matemáticas, su dedicación definitiva a ellas y su 
capacidad creativa puesta al servicio del desarrollo de la Topología. Por su parte, 
el maestro Francisco Armando Carrillo Navarro nos hace un bosquejo de la vida y 
obra de Andrei Nikolaievich Kolmogorov, destacando la diversidad de ramas de 
las matemáticas y de la ciencia en las que hizo contribuciones fundamentales, así 
como su trascendente labor en el campo de la educación matemática. Estos dos 
trabajos nos pueden servir, además, para ilustrarnos sobre la forma de trabajar las 
matemáticas que tenía la escuela soviética de la primera mitad del siglo XX. 

En estos cinco artículos que presentamos a su consideración, seguramente usted, 
amable lector, encontrará oportunidades de reflexión, aparte de una agradable 
lectura. Es nuestro mayor anhelo que así sea. 


Hermosillo, Sonora, México; a 27 de septiembre del 2002. 


EL EDITOR, 


Marco Antonio Valencia Arvizu 
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EL DESARROLLO DEL ÁLGEBRA MODERNA 

Parte I: El álgebra en la antigüedad. 

Guillermo Dávila Rascón 

...en matemáticas, los grandes progresos han 
estado siempre ligados a progresos en la 
capacidad de elevarse un poco más en el campo 
de la abstracción. 

Jean Dieudonné 1 


1. INTRODUCCIÓN 

El álgebra moderna , o álgebra abstracta como también se le conoce, tiene un papel tan 
importante dentro de las matemáticas contemporáneas que hay quienes lo comparan con la 
función que la matemática, en general, desempeña en las ciencias, en las que ha probado 
ser de gran utilidad. Nos referimos a sus aplicaciones a la física, a la química, a la biología, 
a la economía, etcétera, para las cuales, la matemática es parte fundamental de sus 
desarrollos modernos, en algunos de los cuales, las nuevas teorías algebraicas han tenido un 
papel protagónico (ver [1, pp. 57-58, 261-262]). 

En este escrito abordaremos algunos de los más importantes episodios que han dado forma 
al álgebra, tal como la conocemos actualmente, y veremos que está muy alejada de la 
antigua idea según la cual "El algebra es, propiamente hablando, el análisis de 
ecuaciones " como lo expresa J. A. Serret en su libro Cours d'Algébre Supérieure publicado 
en 1885. Ciertamente ese análisis de las ecuaciones ha sido una parte muy importante en el 
desarrollo de esta ciencia, pero tendremos oportunidad de ver que el álgebra es mucho más 
que eso. De hecho, en las primeras décadas del siglo XIX se dió un movimiento lidereado 
por varios matemáticos ingleses que tenía como propósito dotar al álgebra de un marco 
axiomático, similar al de la geometría euclidiana. Esto propició el surgimiento de una 
multitud de nuevas estructuras y teorías algebraicas que revolucionaron las viejas 
concepciones y marcaron el camino a seguir para los desarrollos futuros del álgebra 
moderna. 

Por otro lado, debemos advertir que ésta no es una historia exhaustiva de todo ese 
movimiento creador pues el espacio nos impone limitaciones, sin embargo, pondremos 
énfasis en ciertos aspectos que nos ayudarán a comprender la relevancia del álgebra en las 
matemáticas modernas. Además, hemos dividido el documento en tres partes: En la primera 
de éstas tocamos algunos aspectos de las matemáticas egipcia, babilónica y griega, a los 
que podríamos calificar como de tipo algebraico, aunque cada uno de ellos de índole muy 
distinta, como se verá en las siguientes secciones. Esta primera parte abarca un período que 
empieza aproximadamente en 1600 a. C. y termina alrededor del año 600 d. C.; en esta 
etapa podemos hablar de una pre-álgebra pues aún no se toma conciencia del álgebra como 


1 Ver [7], p. 43. 
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una área independiente de la aritmética y de la geometría (en el caso de Egipto y Babilonia, 
podemos hablar de una álgebra aritmética y en el caso de Grecia de una álgebra 
geométrica). En ambas situaciones, encontramos problemas muy específicos que 
podríamos llamar algebraicos y para los cuales tenían métodos de solución que son 
equivalentes a resolver ciertos tipos de ecuaciones algebraicas y que abordaremos más 
adelante. 

Un desarrollo mucho más consciente y profundo en lo que se refiere al estudio de 
ecuaciones algebraicas es llevado a cabo por los matemáticos árabes, quienes preservan, 
aprehenden y cultivan las ciencias que provienen de fuentes babilónicas, hindúes y griegas. 
Si bien la matemática árabe tiene su período de máximo esplendor entre los siglos IX y XI, 
su influencia se percibe en Europa hasta muy entrado el Renacimiento, por lo que los 
matemáticos europeos continúan el estudio de las ecuaciones hasta las primeras décadas del 
siglo XIX. Así, esta etapa la podemos identificar con la idea expuesta por Serret: El álgebra 
ligada a la resolución de ecuaciones, y nos ocuparemos de estos aspectos en la segunda 
parte del documento. 

Finalmente, en la tercera parte hablaremos sobre los desarrollos modernos del álgebra que 
se inician con el surgimiento del álgebra simbólica en Inglaterra y que logran un triunfo 
significativo con la labor de axiomatización del álgebra por parte de la escuela alemana 
hacia la mitad del siglo XX. Es en este período donde se marcan las tendencias modernas 
del desarrollo algebraico, las cuales se centran en una idea fundamental: el concepto de 
operación o ley de composición, del cual Bourbaki afirma ser uno de los conceptos más 
primitivos en matemáticas [3, p.74]. Esperamos que con este estudio introductorio sobre la 
evolución del álgebra, el lector se logre dar una idea del poder del ésta. 

No debemos olvidar, por otro lado, que una característica distintiva de las matemáticas es 
su gran unidad, es decir, es imposible hablar de áreas que evolucionen de manera aislada, o 
como lo dice David Hilbert : "La matemática es en mi opinión un todo indivisible, un 
organismo cuya vitalidad está condicionada por la conexión de sus partes..." [19]. Por lo 
tanto, el desarrollo de una área necesariamente marca su impacto en las otras y todas se 
retroalimentan entre sí. En particular, el álgebra no es ajena a esta tendencia y a lo largo de 
su desarrollo es posible observar su influencia en otras ramas de la matemática y cómo se 
ha visto beneficiada por los desarrollos de éstas. Sin embargo, a pesar de que sería muy 
fructífero asomamos un poco a este proceso no nos es posible revisar en este documento 
esas conexiones del álgebra con otras áreas y sólo le pedimos al lector tener en cuenta que 
el álgebra no ha evolucionado de forma aislada y es posible notar su presencia en la 
matemática toda. 

En la actualidad se tienen bastantes evidencias que nos muestran que al menos desde 1600 
a. C., varios de los pueblos que habitaron la Mesopotamia resolvían problemas concretos 
que involucraban ecuaciones algebraicas de primero, segundo y tercer grados. Por 
problemas concretos nos referimos a que su matemática tenía un fin utilitario solamente y 
no se desarrolló como una ciencia autónoma, como sí ocurrió en la antigua Grecia, aunque 
en este caso fueron la Geometría y la Aritmética (entiéndase Teoría de Números) las que 
lograron un alto nivel de desarrollo con respecto a las matemáticas de las civilizaciones que 
les precedieron. 
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Es en el declinar de la matemática griega, aproximadamente del 250 al 600 d. C., cuando se 
retoman las antiguas tradiciones de los calculistas de la Mesopotamia y surge de nuevo el 
interés por la resolución de ecuaciones. Notemos que en ese período el Imperio Romano ya 
tenía siglos de haberse establecido como la fuerza avasalladora de Europa y Oriente Medio, 
imponiendo su ley en esas regiones. Sin embargo, la matemática no fue especialmente 
cultivada por esa civilización, y en general la ciencia, como la concebían los griegos, fue 
puesta en segundo término por los romanos. 

La caída de Roma en el año 476 de nuestra era marca el inicio de la Edad Media, pero esto 
no significa el fin de la civilización romana pues el nuevo centro del poder viene a ser 
Constantinopla, y a pesar de los cambios, religiosos sobre todo, pues se adopta el 
cristianismo como la religión oficial, la cultura hegemónica subyacente es la romana, 
aunque nace un nuevo imperio, el Bizantino. 

Por otra parte, un nuevo movimiento político-religioso se gestaba en el Medio Oriente con 
el nacimiento del Islam (alrededor de 622 d. C.), y es la civilización árabe la que daría un 
nuevo impulso, que resultó ser definitivo, al estudio de las ciencias y fueron ellos los que 
preservaron y cultivaron el legado de los griegos y de otras civilizaciones como la hindú. 
Además, gracias a que los árabes conquistaron gran parte de la península Ibérica, España se 
convirtió bajo su dominio en un centro cultural muy importante al que acudían eruditos de 
varias partes de Europa a nutrirse del conocimiento científico, lo que propició su 
propagación. De hecho, Euclides, Aristóteles, Platón, Arquímedes, Ptolomeo y muchos 
otros pensadores griegos fueron conocidos por los escolares medievales por las 
traducciones que los árabes habían hecho de sus obras y fueron estos académicos europeos 
los que tradujeron estas obras del árabe al latín y pudieron así ser estudiadas por las 
generaciones posteriores. Nos atrevemos a decir que sólo esto libró a Europa de un 
oscurantismo total durante la Edad Media, que termina en el año 1453 con la caída de 
Constantinopla. 

En particular, es a los árabes a quienes debemos el nombre álgebra, como veremos en la 
Sección 2, y fueron ellos los que introdujeron a occidente el sistema de numeración usado 
en la India; con el tiempo, los numerales evolucionaron hasta convertirse en los que 
usamos actualmente, pero las ventajas de este sistema posicional de base diez resultó ser 
fundamental para el avance de las ciencias. Nuestra deuda para con ellos es ciertamente 
mucho mayor que lo implicado por estos hechos pues su contribución a la ciencia no se 
limitó únicamente a la preservación y transmisión del conocimiento logrado por otras 
culturas sino que ellos mismos hicieron aportaciones originales en varias ramas del saber y 
ciertamente debemos reconocer sus logros. 

El auge comercial en la Italia de los siglos XIII y XIV fue determinante para la adopción de 
los números indo-arábigos en occidente y junto con estos llegaron a la Europa occidental 
muchos de los tratados científicos de los árabes, mismos que fueron traducidos al latín por 
los académicos europeos, actividad ésta que tuvo lugar en los monasterios cristianos, 
principalmente. Fue esta revolución comercial la responsable de que se fundaran escuelas 
del ábaco a finales del siglo XIII. Sin embargo, a medida que se extendía el uso de los 
numerales indo-arábigos se puso en evidencia que los maestros algoristas, aquellos que 
dominaban las técnicas de operación con estos números, superaban por mucho a los 
maestros abacistas cuando se trataba de hacer cálculos aritméticos. De esta manera, los 
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comerciantes adoptaron su uso y desempeñaron un papel determinante en la propagación de 
este nuevo sistema. 

El álgebra de los árabes encajó perfectamente en este ambiente pues estaba orientada a 
resolver problemas por métodos aritméticos que involucraban, en la mayoría de los casos, 
ecuaciones lineales (primer grado) y cuadráticas (segundo grado). Muchos de esos 
problemas trataban sobre la repartición de herencias, transacciones comerciales, medida de 
terrenos, etcétera (¡o que ¡os hombres constantemente requieren ... en todos sus tratos entre 
ellos... ). Así, el álgebra se convirtió en una herramienta indispensable para los 
comerciantes; ya para el siglo XIV los que antes eran los maestros del abaco se 
convirtieron en algebristas y además fueron capaces de hacer contribuciones originales en 
esta área. Algunas de esas aportaciones tenían que ver con la solución de ecuaciones 
cúbicas (tercer grado) y bicuadráticas (cuarto grado) particulares, relacionadas con 
problemas prácticos muy específicos. 

Esto llevó de forma natural a la búsqueda de métodos que funcionaran para cualquier tipo 
de ecuación cúbica o de cuarto grado, pues el álgebra árabe ya había dado cuenta de los 
distintos tipos de ecuaciones de cuadráticas y se tenían métodos generales para resolverlas, 
que consistían en completar el cuadrado. Aquí debemos señalar que el álgebra en esta época 
era de carácter retórico pues no se tenía la notación simbólica a la que estamos 
acostumbrados; además, las soluciones de una ecuación sólo podían ser positivas o cero 
pues no se tenía idea de los números negativos, que fueron introducidos hasta mucho 
tiempo después. Damos un ejemplo para ilustrar este punto, el cual está tomado del libro de 
álgebra de al-Juarismi, del cual hablaremos más adelante: 

El siguiente es un ejemplo de cuadrados y raíces 3 iguales a números: un cuadrado y 10 
raíces son iguales a 39 unidades. La cuestión en este tipo de ecuación es como sigue: 
¿Cuál es el cuadrado que combinado con diez de sus raíces dará una suma total de 39? La 
manera de resolver este tipo de ecuación es tomar la mitad de las raíces ya mencionadas. 
Ahora, las raíces del problema son 10. Por lo tanto, toma 5, que multiplicado consigo 
mismo da 25, una cantidad que agregas a 39, y lo cual da 64. Habiendo tomado entonces 
la raíz cuadrada de esto la cual es 8, resta de esto la mitad de las raíces, 5, lo que deja 3. 
El número 3 representa por tanto una raíz ele este cuadrado, mismo cjue es, por supuesto, 
9. Nueve por lo tanto da ese cuadrado. 


Notemos que la forma de proceder de al-Juarismi para resolver este problema es completar 
el cuadrado perfecto. En efecto, si traducimos este problema y su solución a nuestra 
moderna notación simbólica vemos que en él se pide resolver la ecuación x 2 + 10x = 39 
para x 2 . Procedemos de la siguiente manera: completamos el trinomio, 
x 2 +10x + (Vl0) 2 =39 + (|-10) 2 , lo cual nos da x 2 +10x + 25 = 64, esto es, (x + 5) 2 =8 2 , 

por lo que x + 5 = 8 . Así, x = 8 - 5 = 3 . Por lo tanto, x 2 = 9. 

Por otra parte, es oportuno señalar que no se confiaba en estas soluciones si no estaban 
justificadas geométricamente pues el álgebra en ese tiempo no era concebida como una 


2 Tomado del Prólogo del libro Hisab al-jabr w ’al-muqabalah del matemático árabe Mohammed ibn Musa, 
al-Juarismi. 

3 Por cuadrado se refiere al área de un cuadrado y una raíz significa el lado del cuadrado. 
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rama independiente de las matemáticas y la única ciencia segura, enteramente deductiva, 
era la geometría, lo cual se pone de manifiesto en los Elementos de Euclides, que los 
matemáticos árabes conocían muy bien y que eran el paradigma a seguir por todo 
conocimiento que pretendiera llamarse ciencia. Así, el álgebra árabe y posteriormente el 
álgebra de la escuela italiana estaban muy influenciadas por el pensamiento geométrico 
griego. Tan grande era esa influencia que los números se entendían o bien como longitudes 
de segmentos de recta, o como áreas o volúmenes. 

Este estado de cosas continuó hasta muy entrado el siglo XVI y se empezaron a dar 
cambios importantes cuando se introdujo una nueva notación que poco a poco llevaría el 
álgebra de lo verbal a lo simbólico, y se le daría el reconocimiento a ésta como una ciencia 
autónoma dentro de las matemáticas, al desligarla de la teoría de ecuaciones. Esta labor fue 
iniciada en la escuela inglesa del siglo XIX y con ello se sentaban las bases de lo que hoy 
conocemos como álgebra moderna. 


2. EL NOMBRE 

El uso de la palabra álgebra para designar una de las ramas de las matemáticas tiene su 
origen en el libro Hisáb al-jabr w’al-muqabalah del matemático árabe Muhammed ibn 
Musa, al-Khwarizmi 4 (al-Juarismi). Esta obra data de alrededor del año 825 y una 
traducción libre del título podría ser La solución de ecuaciones por medio de restitución y 
reducción , aunque el mismo al-Juarismi menciona en el prólogo de su libro que es "... un 
corto trabajo sobre [cómo] Ccdcular por medio de [las reglas de] Completación y 
Reducción, confinándose a lo que es lo más fácil y de más utilidad en aritmética, tal como 
los hombres constantemente requieren en casos de herencias, legados, reparticiones, . 

Otro trabajo significativo de al-Juarismi versa sobre los números indo-arábigos en el cual se 
describe el sistema hindú de numeración posicional basado en los diez símbolos 1, 2, 3, 4, 
5, 6, 7, 8, 9 y 0. También se describen los métodos del cálculo aritmético con este sistema, 
así como un método para extraer la raíces cuadradas. De esta obra sólo se ha conservado la 
versión latina que tiene por título Algoritmi de numero Indorum (al-Juarismi sobre el Arte 
de Numeración Hindú); es claro que de esta obra se derivaron las palabra guarismo y 
algoritmo, que tienen significados precisos en la matemáticas. Aparte del anterior, hay 
otros libros de al-Juarismi sobre astronomía y geografía, pero no nos ocuparemos de ellos 
en este trabajo, sin embargo, la influencia que este matemático árabe tuvo sobre sus 
continuadores nunca podrá ser lo suficientemente valorada y es justo llamarle el Padre del 
Algebra, algo en lo que están de acuerdo varios autores (por ejemplo [4, p. 230] y [12, p. 
21]). Para reforzar lo dicho, citamos un pasaje tomado de [12, p. 33]: "La ciencia 
matemática en Europa fue más vitalmente influenciada por Mohammed ibn Musa que por 
cucdquier otro escritor desde los tiempos de los griegos hasta Regiomontanus (1436-1476). 
A través de su aritmética, con la presentación del arte hindú de numeración, revolucionó 
los procesos comunes de calcular y a través de su álgebra puso los fundaménteos para el 
análisis moderno". 

Literalmente, la palabras cd-jabr y al-muqabalah significan restauración y oposición, 
respectivamente, por lo que en este contexto hacen referencia a resolver una ecuación 


4 Mohammed, hijo de Moisés de la aldea de Khwarezm. 
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agregando o quitando las mismas cantidades en cada lado de una ecuación, lo cual restaura 
el balance de la misma (esto es al-jabr ), y se simplifica la ecuación por medio de la 
cancelación de los términos opuestos (por eso la palabra oposición en el título: al- 
muqdbalah). Un ejemplo muy sencillo del uso de estas palabras es el siguiente: Si 
consideramos la ecuación 


7x + 2 = 5x + 10, 

entonces restauramos el balance de la misma como sigue (hacemos al-jabr): 

7x-5x + 2 — 2 = 5x + 10-5x-2, 
y cancelando los opuestos (al-muqabala) se obtiene 

2x = 8, 

por lo que la solución final es x = 4. 

En el al-jabr de al-Juarismi se presenta un estudio exhaustivo y sistemático de los seis 
diferentes tipos de ecuaciones lineales y cuadráticas, clasificadas de la siguiente forma: (a) 
cuadrados iguales a raíces (v.g. }x 2 = 4x), (b) cuadrados iguales a números (5x 2 = 80), (c) 
raíces iguales a números (4x = 20), (d) cuadrados y raíces iguales a números 
(x 2 +10x = 39), (e) cuadrados y números iguales a raíces (x 2 + 21 = 10x) y (f) raíces y 
números iguales a cuadrados (x 2 =3x + 4). Los ejemplos se tomaron de este libro y los 
casos se analizan en el orden aquí expuesto. 

Todas estas ecuaciones se consideraban distintas pues, como ya hemos mencionado, en ese 
tiempo todavía no se introducían los números negativos, razón por la cual era necesario 
separar los diferentes casos. Abundaremos más sobre esto en las siguientes secciones. 

Una observación importante y que es necesario recalcar es que al-Juarismi no sólo da las 
soluciones a los problemas que plantea sino que va mucho más allá, pues como él mismo lo 
explica en su libro: Hasta aquí hemos dicho bastante sobre los cálculos numéricos en lo 
que respecta a los seis tipos de ecuaciones. Ahora, sin embargo, es necesario que 
demostremos geométricamente la verdad de los mismos problemas que hemos explicado 
con números [4, p. 230] Esta preocupación por demostrar la validez de los métodos 
empleados nos revela una clara influencia griega que está presente en toda la matemática 
árabe. Podemos decir que ésta se caracteriza por un espíritu ecléctico pues aprovecharon lo 
mejor de los babilonios, los hindúes y los griegos, lo cual se refleja en el álgebra de al- 
Juarismi. 

La primera traducción al latín del al-jabr fue realizada por Robert de Chester en 1145 y 
llevaba por título Líber algebrae et almucabala. Después de esta aparecieron otras 
traducciones al latín, tales como Luclus algebrae almucgrabalaeque. Gleba mutabilia, y 
traducciones a otros idiomas con títulos como Algiebar and almachabel y Gebra und 
Almuthabola. Sin embargo, en los tratados algebraicos que van apareciendo a lo largo del 
siglo XVI, la palabra muqabalah se elimina de los títulos de estos y aparecen obras como 
Artis Magnae, sive de Regulis Algebraicis (Gerónimo Cardano, 1545), Algebrce 
compendiosa facilisque descriptio, qua depromuntur magna Arithmetices miracula (John 
Scheubelius, 1552), De oculta parte numerorum qucun Algebram vocant (Pelle-tiers, 1558) 
y Libro de Algebra y Arithmetica y Geometría (Pedro Núñez, 1567). Es claro entonces que 
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estos usos de la palabra al-jabr dieron origen al nombre que ahora usamos. De hecho, una 
traducción inglesa del al-jabr hecha por Fredreric Rosen se publica simplemente como The 
Algebra of Mohammed ben Musa , y aparece en Londres en el año 1831. 

La palabra árabe usada por al-Juarismi y otros matemáticos árabes posteriores a éste para 
referirse a la incógnita en una ecuación es shai, que significa cosa (cualquier cosa, alguna 
cosa, algo), y que en un problema algebraico podríamos usar como sigue: el cuadrado de la 
cosa más seis veces la cosa suman siete, lo cual corresponde a la ecuación x 2 +6x = 7 . Res 
es la palabra que se usa para cosa en las primeras traducciones latinas del al-jabr y que 
traducen al italiano como cosa, razón esta por la que algunos escritores italianos llaman al 
álgebra la Regola de la Cosa 5 . 

Por otra parte, ya desde 1494 algunos autores usan los nombres Arte magiore, Ars Mayor o 
Artis Magnae para referirse al álgebra, en contraste con el ars minor, nombre muy usado 
para hacer referencia a la aritmética. Por ejemplo, Girolamo Cardano publica en 1545 su 
libro Artis Magnae, sive de Regulis Algebraicis, esto es El Arte Magno o las Reglas del 
Algebra. También es importante mencionar que el primer tratado de matemáticas publicado 
en el Continente Americano fue el Sumario Compendioso 6 de Juan Diez, aparecido en la 
Ciudad de México en el año de 1556; al final de esta obra encontramos siete páginas bajo el 
título Notables Quistiones. Quistiones del Arte Mayor Tocantes al Algebra [18]. Aquí se 
resuelven diez problemas algebraicos que involucran la solución de ecuaciones cuadráticas 
y cúbicas principalmente. 

Un dato curioso del uso de la palabra álgebra es que la podemos encontrar en El Quijote [5, 
p. 358, (II, Cap. XV)]: “...En esto fueron razonando los dos, hasta que llegaron a un 
pueblo donde fue ventura hallar un algebrista con quien se curó el Sansón desgraciado..." 
Esto se explica fácilmente si pensamos en que al-jabr significa restaurar, pues los Moros 
(musulmanes del norte de Africa), llevaron la palabra a España con ese significado y la 
palabra algebrista era usada para nombrar al restaurador de huesos, es decir, a aquel que 
componía huesos rotos. Esta costumbre siguió en uso mucho tiempo después de la 
expulsión de los moros de España en 1492, y había incluso algunas barberías donde se 
podían leer las palabras “Algebrista y Sangrador”. 

En el siglo XVI hubo intentos para rechazar la palabra álgebra por parte de algunos 
académicos europeos (Francois Viéte, por ejemplo), pues no tenía significado alguno en las 
lenguas de Europa y propusieron términos como análisis y logística para nombrar al arte 
mayor. Es por esta razón que durante mucho tiempo, todo lo que no fuera geometría era 
llamado análisis. Sin embargo, con el devenir del tiempo y con los desarrollos que se dieron 
en la Inglaterra del siglo XIX, los cuales vinieron a dar forma al álgebra simbólica, la 
palabra álgebra se usó para nombrar a una rama enteramente autónoma dentro de las 
matemáticas, de la cual nos ocuparemos en este escrito. 


5 La regla de la cosa. 

6 El título completo es Sumario Compendioso de las Cuentas de Plata y Oro que en los Reinos del Perú son 
necesarias a los mercaderes y todo género de tratantes. Con algunas reglas tocantes a la Aritmética. 
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3. EL ALGEBRA EN EGIPTO Y MESOPOTAMIA 

Las mayores fuentes históricas que se han conservado sobre las matemáticas en Egipto son 
el papiro de Rhind y el papiro de Moscú. El primero de estos también se conoce como 
papiro de Ahmes (Ahmose), quien lo copió alrededor del año 1700 a. C. de un prototipo 
que puede situarse entre 2000 y 1800 a. C. 

En este documento encontramos un estudio sistemático de fracciones unitarias, esto es, de 
la forma 1/n, pues trataban de escribir cualquier otra fracción en términos de éstas; por 
ejemplo, 3/5 lo expresaban como 1/3+1/5+1/15. El papiro comienza con una tabla para 
expresar las fracciones de la forma 2/n como una suma de fracciones unitarias para valores 
impares del denominador desde 5 a 101, y en este estudio podemos apreciar una gran 
destreza en el manejo de este tipo de fracciones. 

El papiro de Ahmes enuncia y da la solución de 87 problemas que involucran cuestiones de 
la vida cotidiana tales como la repartición de pan y cerveza, cálculo de áreas de terrenos 
con varias formas geométricas y cálculo de volúmenes, e incluso, es posible encontrar 
rudimentos de trigonometría en algunos de ellos. Sin embargo, hay varios problemas que 
no tratan con objetos específicos o cosas concretas y los cuales podemos catalogar del tipo 
algebraico pues en la manera en que están escritos son equivalentes a resolver ecuaciones 
lineales del tipo x + ax = b, x + ax + bx = c y en estos problemas denotaban la incógnita 
con un símbolo especial al que hacían referencia como aha, que significa montón. Por 
ejemplo, en el problema 24 se pide el valor del montón si montón y una séptima parte de 
montón hacen 19(x + jx = 19)yla respuesta dada por Ahmes es 16 +1 + |. 

Mucho tiempo después, pero todavía antes de la edad de oro de la matemática griega, 
encontramos en Egipto los primeros problemas que involucran ecuaciones cuadráticas: 
"Otro ejemplo de la distribución de una área dada, en cuadrados. Si se te dice que 
distribuyas 100 ells cuadrados [ell: unidad de área] sobre dos cuadrados de tal modo que 
el lado de uno sea \del lado del otro: por favor, dame cada una de las incógnitas". En 

nuestra notación algebraica, este problema es equivalente a resolver el sistema de 
ecuaciones 

x 2 +y 2 =100 

y = \x. 

La solución se da de la siguiente manera: se supone que que el lado de un cuadrado es 1 y 
el lado del otro es f . La suma de las áreas es entonces f|, siendo f una raíz de esta. Como 

la raíz de 100 es 10, se tiene que 10 es al lado requerido como f es a 1(^ = 1) por lo que 
un cuadrado es de lado 8 y el otro tiene lado 6. 

En general, la matemática egipcia siempre estuvo ligada a problemas prácticos y los 
egipcios no fueron capaces de reconocerla como una ciencia autónoma; de hecho, lo que 
nos muestran los papiros de Ahmes y de Moscú es que la matemática en Egipto permaneció 
prácticamente en un mismo nivel durante varios milenios y tampoco desarrollaron un 
sistema de numeración eficiente que hubiese llevado sus matemáticas por otros senderos 
más productivos. 
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Un desarrollo significativo de la matemática en la antigüedad se llevó a cabo en la fértil y 
siempre codiciada región situada entre los ríos Tigris y Eufrates: La Mesopotamia. Es 
mucho lo que podemos comentar de las matemáticas desarrolladas por algunos de los 
pueblos que habitaron esta región pues se han conservado bastantes registros que nos 
permiten darnos una idea de sus logros matemáticos. Entre estos podemos mencionar el uso 
de un sistema de numeración posicional en base 60, el cual manejaban con mucha destreza 
y que fué muy importante para que sus matemáticas lograran un estado muy superior a las 
egipcias. 

El sistema de escritura que desarrollaron era de tipo cuneiforme pues escribían con 
estiletes, que dejaban marcas en forma de cuña, sobre tablillas de barro que luego se cocían 
al fuego y esto hizo que perduraran hasta nuestros tiempos. La forma de escribir sus 
números correspondería a expresiones de la forma 

oo oo 

i=0 j =i 

donde a¡,bj e {0,1,2,.. .,59}, y que nosotros escribiremos como 

. *. Cl^ , , £7 j , £Íq , b^ , Z?2, b^ ,. *. 

Debemos señalar que su matemática también estaba orientada a resolver problemas 
cotidianos de cálculo de impuestos, cálculo de longitudes, áreas y volúmenes, etcétera. Sin 
embargo, a diferencia de las matemáticas egipcias, se tiene cierta conciencia de algunas 
reglas generales que hacen que sus métodos funcionen en los casos particulares a los que se 
aplican, aunque no logran dar ese paso de ir de lo particular a lo general que es lo que 
distingue al pensamiento abstracto de lo común. 

En lo que respecta al álgebra babilónica 7 , que era de tipo verbal al igual que la egipcia, se 
han encontrado muchos registros de alrededor del año 1600 a. C. que muestran que los 
problemas de ecuaciones lineales eran muy elementales para ellos y en cambio podían 
resolver problemas que involucraban ecuaciones cuadráticas y cúbicas usando fórmulas 
desarrolladas exprofeso. De estas tablillas es posible concluir que los babilonios podían 
resolver ecuaciones cuadráticas con un método que es, en esencia, el que nosotros 
aprendemos en la secundaria: el de la fórmula general. Este método se basa en expresar una 
ecuación cuadrática en su forma normal y, seguidamente, aplicar un método para resolver 
esta forma normal que podemos describir como: Encontrar dos números si se conoce su 
suma (o su diferencia) y su producto. 

Notemos que en nuestra moderna notación algebraica, podemos escribir la forma normal 
como sigue: Dados dos números s y p que cumplen x + y = s y xy = p, encontrar los 
valores de x e y. 

El método que los babilonios usaban para resolver este problema consistía de los siguientes 
pasos: (1) Tomar la mitad de la suma [f ]; (2) Elevar al cuadrado el resultado obtenido 

[(f) 2 ]; (3) De lo anterior, restar el producto [(|) 2 - p\; (4) Tomar la raíz cuadrada de lo 


7 No es del todo correcto llamarle así pues Babilonia no fue siempre el centro hegemónico de las culturas que 
florecieron en la Mesopotamia; sin embargo seguimos la costumbre impuesta por varios autores. 
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que resulta[ ^(i) 2 - p ]; (5) Sumar al resultado la mitad de la suma [jt = ^/(f) 2 - p + f ]. 
Este es uno de los números buscados; el otro es la suma menos este último [ y = s - x ]. 


Veamos que esto es en realidad equivalente a resolver una ecuación cuadrática. En efecto, 
multiplicando la ecuación 5 = x + y por x se obtiene 

sx = x 2 + yx , 

y tomando en cuenta que p=xy obtenemos 

x 2 + p = sx , (3.1) 


o equivalentemente 


x 2 - sx + p = 0 . (3.2) 

Esto significa que x es solución de esta última ecuación y, por simetría, y también lo es. 


Recíprocamente, si consideramos la ecuación cuadrática 

ax 2 +bx + c= 0 (3.3) 

donde a, b, c son números que por ahora suponemos racionales, y a * 0, entonces la 
solución de esta ecuación se puede ver como la solución de un problema en forma normal 
ya que podemos escribirla como 

x 2 +-x + - = 0, 

a a 7 

la cual es de la forma (3.2). En consecuencia, resolver esta última ecuación es equivalente a 
encontrar dos números cuya suma sea -1 y su producto ^ . Es decir, comparando con (3.2) 
se tiene 

s = -~a Y P = ~ a - ( 3 - 4 ) 


Por otra parte, notemos que los pasos (1) a (5) que los babilonios realizaban para resolver la 
forma normal, en notación simbólica nos llevan a las soluciones 

x = j + yl(i) 2 -p y y = f-V(f ) 2 -P- 

Estas dos solucione las podemos podemos expresar como 

s ± Js 2 - 4p 

vy =---, 


y sustitutyendo los valores (3.3) y (3.4) para s y p , obtenemos la conocida fórmula general 
para obtener las raíces de una ecuación de segundo grado: 


x,y = - 


— b± slb 1 -4ac 


2 a 


(3.5) 


Esto nos dice que, en esencia, esta fórmula ya era conocida desde hace más de 3700 años, 
hecho que quizás debiera enfatizarse en los cursos de álgebra de secundaria o preparatoria. 


Si ahora se nos pide encontrar dos números (digamos x y y) dada su diferencia 
( d=x — y ) y su producto ( p = xy), entonces, por un procedimiento similar al anterior, 
obtenemos una ecuación de la forma 

x 2 = dx + p, 
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que resolvemos en forma análoga a la anterior, auque en el paso (3) sumamos el producto a 
la mitad de la diferencia al cuadrado: (y) 2 + p , y se obtienen las soluciones 

x =í + j(í) 2 + p y y=~í + ^(í) + p, 

que también son casos particulares de la fórmula general (3.5). 

Para darnos una idea de la destreza de los matemáticos babilonios para calcular y resolver 
ecuaciones cuadráticas presentamos el siguiente ejemplo encontrado en una tablilla del 
período Seleúcida (Aprox. de 312 a 64 a. C.) en el que se pide encontrar un número tal que 
sumado con su recíproco se obtiene un número dado. 

Para resolver este problema, notemos que si x representa el número a encontrar y c es el 
número dado, entonces se tienen las ecuaciones 

x + — = c y x ■ - = 1, 

que nos remiten a encontrar dos números dada su suma y su producto, donde uno de los 
números es x y el otro es y = \, es decir, este es un problema que se traduce a la forma 
normal. 

En el caso que nos ocupa, el valor que se da para c es c = 2;0,0,33,20, es decir, 
c = 2 + ^ + ^7 + ^- + ^-, pues recordemos que usaban un sistema posicional de 
numeración en base 60. El texto procede conforme a los pasos (l)-(5) que se presentaron 
arriba, y se tiene (1) f = 1; 0,0,16,40; (2) (f) 2 = 1;0,0,33,20,4,37,46,40; (3) 

■^(f) 2 -1 = V0;0,0,33,20,4,37,46,40 = 0;0,44,43,20 (se comprueba en el texto lo correcto de 

este cálculo al elevar este número al cuadrado); (4) x = ^/(f) 2 -1+f = 
0;0,44,43,20 + l;0,0,16,40 = l;0,45, y el recíproco es j: = c-x= 2;0,0,33,20-1;0,45 
= 0;59,15,33,20. 

Las ecuaciones cuadráticas en las que aparecen los tres términos, como en (3.3), se 
clasificaban, al menos desde los tiempos de al-Juarismi, en uno de los siguientes tres tipos: 
(a) x 2 + px-q , (b) x 2 = px + q , (c) x 2 + q = px , y de los cuales vimos ejemplos en la 
Sección 2 cuando se comentó sobre el al-jabr. Esta clasificación perduró durante toda la 
Edad Media y la ecuación cuadrática general de la forma (3.3) sólo se introdujo con la 
notación desarrollada al final del siglo XVI. Sin embargo, es posible encontrar estos tres 
tipos de ecuaciones en los textos babilonios, por lo que su familiaridad con ellas queda 
fuera de toda duda. 

Con respecto a las ecuaciones cúbicas, se tienen muchos ejemplos particulares que 
equivalen a resolver cúbicas puras del tipo x 3 = a , como es el caso de la ecuación 
x 3 = 0;7,30, de la cual se da la solución x = 0;30 sin mayor explicación, pues se tenían 
tablas de cubos y de raíces cúbicas, elaboradas exprofeso. Las cúbicas mixtas de la forma 
x 3 + x 2 = a se resolvían de forma análoga, consultando las tablas disponibles en las que 
aparecían los valores de la suma n 3 +n 2 para valores enteros de n de 1 hasta 30; así por 
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ejemplo, con la ayuda de tales tablas podía leerse inmediatamente que la solución de la 
ecuación x 3 +x 2 = 4,12 es x = 6. 

Para los casos un poco más generales de ecuaciones cúbicas tales como 144x 3 + 12x 2 = 21, 
los babilonios usaban su método de sustitución: multiplicando por 12 ambos miembros y 
haciendo y = 12x, la ecuación se convierte en y 3 +y 2 =4,12 de donde resulta y = 6, 
luego, x = Yi o bien x = 0;30. 

Las cúbicas de la forma ax 3 +¿>x 2 = c se pueden reducir a la forma canónica multiplicando 
ambos miembros por a 2 /b 3 para obtener (ax/b) 3 + (ax/b) 1 = ca 2 ¡b 3 , que ya es una cúbica 
de la forma estándar en la incógnita z = ax/b , y consultando las tablas para obtener el valor 
de esta incógnita, se puede determinar el valor de x . 

Por otra parte, no se tienen evidencias de que los babilonios hayan sido capaces de reducir 
la cúbica general ax 3 +bx : +cx = d a su forma canónica. Sin embargo, debemos hacer 
notar que la resolución de ecuaciones cuadráticas y cúbicas en Mesopotamia constituyó un 
logro notable que hay que admirar, no tanto por el alto nivel de habilidad técnica puesta en 
juego como por el nivel de madurez y flexibilidad de los conceptos algebraicos que 
intervinieron en el proceso. El álgebra babilónica alcanzó un nivel de abstracción tan 
extraordinario que las ecuaciones ax 4 +bx 2 =c y ax 8 +bx 4 =c fueron consideradas 
correctamente como simples ecuaciones cuadráticas disfrazadas, es decir, como ecuaciones 
cuadráticas en x 2 y x 4 respectivamente. 

4. EL ALGEBRA EN GRECIA 

Es mucho lo que las matemáticas deben a los antiguos griegos. En general, la ciencia tal y 
como la conocemos actualmente, tiene su origen en la Grecia clásica y mucho de su legado 
cultural ha tenido un impacto profundo en la civilización occidental. "Todos los hombres, 
por naturaleza, desean conocer” nos dice Aristóteles, y quizá estas palabras reflejen mucho 
el espíritu de aventura griego. Ese deseo por conocer los llevó a viajar a Egipto y a 
Babilonia, en donde aprendieron mucho de la ciencia de estas civilizaciones, la cual 
desarrollaron hasta llegar a crear sus propias ciencias "...como cosas vivientes, basadas en 
principios primarios y firmes, con una capacidad de un desarrollo infinito." [8]. En 
particular, las matemáticas no escaparon a esa inventiva genial de los griegos, pues "... de 
todas las manifestaciones del genio griego, ninguna es más impresionante ni más 
imponente que la que es revelada por la historia de la matemática griega" [8]. 

Por otra parte, supieron reconocer su deuda con las dos grandes civilizaciones que les 
precedieron y "todo lo que nosotros los griegos recibimos lo mejoramos y perfeccionamos ", 
como nos dice Platón. Pero en realidad hicieron mucho más que eso pues supieron 
reconocer en el uso de la razón una poderosa herramienta con la que podían ser capaces de 
entender la naturaleza y, más aún, tenían el convencimiento de que ésta podía ser explicada 
en términos matemáticos. El dicho pitagórico de que "Todo es número " es una muestra 
clara de lo que hemos dicho. 
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Además, lograron tener éxito en donde sus predecesores habían fallado pues supieron dar a 
la matemática el rango de ciencia deductiva por excelencia. Esto fué posible gracias a que 
entendieron la gran diferencia que existe entre manejar ideas abstractas y generales en vez 
de las limitaciones que impone la cienca práctica, es decir, la que está orientada a resolver 
los problemas cotidianos. Así por ejemplo, supieron distinguir que una recta, un 
triángulo,un círculo, etcétera, son conceptos abstractos que surgen cuando se idealizan sus 
imperfectas realizaciones en la naturaleza o en las cosas que usamos en nuestra vida diaria. 

Todo esto los llevaría al convencimiento de que sólo con el uso de la razón era posible 
conocer pues los sentidos siempre nos dan imágenes imperfectas del mundo que nos rodea. 
Aquí está la semilla que dió lugar a una genuina preocupación por la formalización, es 
decir, la justificación lógica de sus razonamientos. Esto los llevó a reconocer que en todo 
razonamiento es preciso partir de ciertos principios básicos y evidentes por sí mismos, y de 
los cuales se pueden deducir, con el uso de la razón, resultados más profundos. Tenían claro 
también que no era posible basar sus principios básicos en otros todavía más elementales o 
demostrarlos mediante otros principios pues "... En cuanto a la demostración circular, su 
imposibilidad absoluta es patente, si es cierto que la demostración ha de partir siempre de 
cosas anteriores y más notorias. En efecto, es imposible que las mismas cosas sean 
respecto de unas mismas cosas anteriores y posteriores a la vez ... Los partidarios de la 
demostración circular, no sólo cometen la falta que aquí indicamos, sino que en el fondo se 
limitan a decir que una cosa existe si existe ..." [2, pp. 158-159]. 

Así, no puede haber demostraciones con un retroceso infinito ni con un proceso circular, y 
todo sistema deductivo debe partir de axiomas. Esto trae como consecuencia el surgimiento 
del método axiomático, del cual podemos decir que es la aportación más grande de los 
griegos a la ciencia en general y a las matemáticas en particular. Este método tuvo su mayor 
realización en los Elementos de Euclides y durante miles de años fueron el modelo a seguir 
en los desarrollos matemáticos. 

En estas condiciones, es de llamar la atención que los más grandes logros matemáticos de 
los griegos fueron de tipo geométrico y el punto de vista pitagórico de que todo podía ser 
explicado en términos de los números naturales o sus razones ( arithmos ), no fue suficiente 
para paliar el dominio avasallador de la geometría. No sabemos a ciencia cierta el por qué 
de esa preferencia de los matemáticos griegos por la geometría, sin embargo, sabemos que 
el descubrimiento de los números inconmensurables, esto es, aquellos números que no es 
posible expresarlos como razones de enteros positivos, fué un suceso que destrozó por 
completo las bases de la fe pitagórica en los números. Esto posiblemente llevó a los 
matemáticos griegos a replantearse el papel de estos, en los cuales ya no podían confiar 
ciegamente y, en consecuencia, esto los obligó a introducir grandes cambios en sus 
matemáticas. 

Como resultado, el álgebra babilónica, que los pitagóricos conocían y manejaban, debía 
ajustarse a la geometría. Así, la forma normal de los babilonios, el encontrar dos números 
dada su suma (o diferencia) y su producto, debía reinterpretarse geométricamente. De esta 
manera, el problema de encontrar los números x y y que cumplen x + y = s y xy = p , 
para s y p dados, se interpretaba como sigue: Construir un rectángulo sobre un segmento 
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de longitud s, con una anchura x, de tal manera que el área de este rectángulo (sx), sea 

mayor que el área p en un cuadrado de área x 2 , esto es, sx = p + x 2 (ver ecuación (3.1)). 

En este nuevo esquema, ya no era posible sumar longitudes con áreas ni áreas con 
volúmenes, etcétera. Por ejemplo, una ecuación de la forma ax = be debía interpretarse 
como una igualdad entre las áreas ax y k, y no como una proporción, es decir, una 
igualdad entre las razones f y j . El efecto que estos cambios produjeron en la matemática 
griega fué muy negativo para el álgebra pues canceló toda posibilidad de desarrollo 
independiente para ésta; además, también eliminó todo intento encaminado a crear una 
notación simbólica que les permitiera a los calculistas ( aritméticos ) abreviar sus fórmulas y 
métodos de cálculo. 

Esta álgebra de tipo geométrico, a la que podríamos llamar álgebra geométrica, fue la que 
prevaleció en la matemática griega y la que perduraría durante muchos siglos por venir. Sin 
embargo, hay que destacar que las propiedades de las operaciones de suma y multiplicación 
que son propias del álgebra, tales como la asociatividad de la suma o la propiedad 
distributiva a{b + c) = ab + ac, resultaban obvias en esta álgebra geométrica. Asimismo, 

identidades como (a + b) 2 =a 2 +2ab + b 2 y a 2 -b 2 =(a + b)(a-b) se demuestran 

fácilmente en este contexto. Incluso la ecuación x 2 = ab es fácil de resolver. De hecho, 
todas estas fórmulas se demuestran en el segundo libro de los Elementos, pero siempre en 
términos geométricos. Además, esto hace muy difícil el manejo de ecuaciones de grado 
mayor a dos, por lo que raramente se tratan ecuaciones cúbicas o bicuadráticas. 

El libro quinto de los Elementos ha sido, a lo largo de la historia, uno de los más admirados 
de entre los trece que componen esta obra. En el se trata la teoría de las magnitudes, de la 
cual Bourbaki dice que es la creación más original de la matemática griega [3, p. 75]. 
Mucho del material de este libro es atribuido a Eudoxo pues su teoría de las proporciones se 
aborda en el mismo y, en cierta manera, esta fue una respuesta al problema de la 
inconmensurabilidad pues desde que se descubrieron las proporciones no conmensurables, 
los griegos trataron de eliminar en lo posible el uso de las proporciones. De esta manera, 
Eudoxo vino a establecer las bases para una teoría de la proporción que era independiente 
de la conmensurabilidad. 

Desde el punto de vista algebraico este libro es muy importante pues se prueban algunas 
propiedades para magnitudes que serían lo análogo a las propiedades distributivas 
m(a + b) = ma + mb y (a + b)n = an + bn . Incluso se prueba que el producto de dos razones 
es independiente del orden en que se realice la operación, es decir, esta multiplicación es 
conmutativa. 

Arquímedes de Siracusa fue sin duda uno de los más grandes matemáticos griegos. Su 
genio se deja ver a través de sus muchos descubrimientos en diversas áreas tales como la 
mecánica, la hidrostática, la astronomía y, por supuesto, en las matemáticas. Sus 
aportaciones a esta ciencia fueron tan importantes que ocuparíamos volúmenes enteros 
analizando su obra. Sin embargo, lo que nos interesa mencionar en esta breve exposición 
del álgebra en la antigua Grecia con respecto al trabajo geométrico-algebraico de 
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Arquímedes, es un problema que aparece en su libro Sobre la Esfera y el Cilindro (ver [4, 
p. 132]) y es el siguiente: ¿Cómo cortar una esfera por medio de un plano de tal manera 
que la razón de los volúmenes de los dos segmentos esféricos sea igual a una razón dada 
§ ? Este problema es analizado por Arquímedes con métodos geométricos, por supuesto, y 

logra dar algunos resultados importantes. En efecto, el problema es equivalente a resolver 
una ecuación cúbica de la forma 

4 r 2 ( 3 r-x)(a+b) 

y Arquímedes logra reducirlo a un problema que para nosotros equivaldría a encontrar la 
solución de una cúbica de la forma 

x 2 {c-x) =dp 1 . 

La manera en que Arquímedes llega a una solución es a través de encontrar la intersección 
de la parábola ex 1 = p 2 y con la hipérbola {c-x)y = cd , y más aún, es capaz de dar 
condiciones sobre los coeficientes de la ecuación que le permiten determinar el número de 
soluciones reales. Después de Arquímedes, pasarían muchos siglos para que se retomara el 
análisis de ecuaciones cúbicas y es durante la hegemonía árabe, concretamente con Ornar 
Khayam, cuando se estudian nuevamente este tipo de problemas. 

Otro matemático griego que hace contribuciones importantes de tipo geométrico es 
Apolonio de Perga. Su trabajo sobre las Cónicas es significativo pues en el se ven los 
primeros atisbos de lo que después sería el uso de coordenadas en la geometría, que 
Descartes lleva a su plena realización. 

Mención aparte debemos hacer de Diofanto de Alejandría, ya en plena decadencia de la 
matemática griega. En efecto, con Diofanto se vuelve a la tradición de los calculistas 
babilonios pues su libro, Aritmética, está más cerca de la matemática babilónica que de la 
gometría griega. En esta obra, Diofanto ya no se preocupa por darle una representación 
geométrica a los números y por lo tanto está en mucha más libertad para desarrollar algunas 
reglas de cálculo simbólico. De hecho, introduce símbolos para representar la incógnita de 
un problema y desarrolla una notación que usa para abreviar potencias de números, 
relaciones y operaciones. 

De entre sus logros es posible destacar las leyes de los signos, pues una operación del tipo 
(7 — 3)(5 — 2) = (4)(3) = 12 lo lleva a establecer una identidad de la forma 
(7 —3) (5 -2) = 7- 5- 7- 2- 3- 5 + 3- 2=35-14-15 + 6 = 12, por lo que concluye que "más 
por menos es menos" y "menos por menos es más", y vemos en su trabajo el primer ejemplo 
de cálculo con números negativos. Además de esto, logró dar reglas que equivalen a las 
leyes de los exponentes que nosotros escribiríamos como x m x n - x m+n , para valores 
pequeños de los exponentes, los cuales también podían ser negativos. 

Los problemas que se tratan en la Aritmética nos muestran una gran habilidad matemática 
por parte de Diofanto. Por ejemplo, un problema es el siguiente: Encontrar dos números 
tales que su suma sea 20 y la suma de sus cuadrados sea 208. En nuestra notación moderna 
esto lo escribimos como el sistema de ecuaciones 

x + y = 20, 
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x 2 + / = 208. 

En lugar de escribir el problema en esta forma, Diofanto lo expresa de manera equivalente 
como 

(10 + x) + (10-x) = 20, 

(10 + x) 2 +(10-x) 2 =208. 

De aquí se sigue que x = 2, por lo que un número es 8 y el otro es 12. 

Hay quienes llaman a Diofanto el padre del álgebra, aunque nosotros hemos reservado ese 
título para al-Juarismi. La razón de esto es que Diofanto todavía no tiene una concepción 
independiente del álgebra y su Aritmética no es, propiamente hablando, un texto de álgebra 
como sí lo es el al-jabr. Por otra parte, problemas que dan lugar a los tres tipos de 
ecuaciones cuadráticas (a) ax 2 +bx = c , (b) ax 2 +c -bx y (c) ax 2 =bx + c , se tratan en la 
Aritmética, pero sus soluciones se presentan como algo incidental, pues se requieren para la 
solución de otros problemas, y no como resultado de un análisis sistemático de estas 
ecuaciones. De hecho, cuando trata con problemas que lo llevan a resolver ecuaciones del 
tipo ax m = bx" , Diofanto habla de su intención de escribir un tratado sobre las ecuaciones 
cuadráticas, tarea que al parecer no llevó al cabo. 

Es indudable la influencia de Diofanto en lo que ahora llamamos Teoría de Números y 
recordemos que el llamado Último Teorema de Fermat, que por tanto tiempo estuvo sin 
demostración, fue enunciado por éste en el margen de una de las páginas de su ejemplar de 
la Aritmética y que lo hicieron una de las conjeturas más famosas en las matemáticas hasta 
que finalmente fue demostrado por Andrew Wiles en 1995. 

Con lo expuesto hasta aquí hemos dado un breve repaso al desarrollo del álgebra en las 
civilizaciones antiguas, a las que debemos reconocer sus logros matemáticos pues con ellos 
se dieron los primeros pasos que nos han llevado a esta gran aventura del intelecto humano 
que llamamos matemáticas. En la segunda parte de este trabajo tendremos oportunidad de 
ver otro tipo de logros que nos acercan más con la concepción moderna que se tiene de las 
matemáticas y que propiciaron, en particular, la evolución del álgebra abstracta. 


REFERENCIAS 

[1] A. D. Aleksandrov, A. N. Kolmogorov, M.A. Lavrent'ev (1977), Mathematics, Its 
Contení, Methods and Meaning, Volume I, The M. I. T. Press, Boston. 

[2] Aristóteles (1993), Tratados de Lógica (El Organon), (Estudio Introductivo, 
Preámbulos a los Tratados y Notas al Texto por Francisco Larroyo), Editorial Porrúa, 
México, D. F. 

[3] N. Bourbaki (1976), Elementos de Historia de las Matemáticas, Segunda Edición, 
Alianza Editorial, Madrid. 

[4] C. B. Boyer (1991), A History of Mathematics, Second Edition, John Wiley and Sons, 
New York. 

[5] Miguel de Cervantes Saavedra (1983), Don Quijote de la Mancha, Sexta Edición, 
Editores Mexicanos Unidos, S.A. México, D. F. 


20 



MT'LLNTfS WE HISTORIA T)X LAS M:\TLiMz WlCLAS _ VOL. 1, NO. 3. SEPTIEMBRE 2002 

[6] G. Cardano (1993), Ars Magna or the Rules of Algebra (Translated by T. Richard 
Witmer), Dover Publications, Inc., New York, (MIT Press, 1968) 

[7] J. Dieudonné (1965), La Abstracción en Matemáticas y la Evolución del Algebra , en La 
Enseñanza de las Matemáticas , Editorial Aguilar, Madrid, pp.42-57. 

[8] H. M. Edwards (1984), Gcdois Theory, Springer, New York. 

[9] Euclides (1956), The Thirteen Books ofThe Elements (Translated with Introduction and 
Commentary by Sir Thomas L. Heath), Vol. II, Second Edition, Dover Publications 
Inc., New York. 

[10] T. L. Heath (1981), A History of Greek Mathematics, Volume II, Dover, New York. 

[11] D. B. Johnson, T. A. Mowry (1995), Mathematics, a Practiccd Oclissey, PWS 
Publishing Company, Boston. 

[12] L. C. Karpinski (1915), Robert of Che ster's Latín Translation of the Algebra of Al- 
Khowarizmi, The MacMillan Company, London. 

[13] M. Kline (1972), Mathematical Thought from Ancient to Modern Times , Volume 2, 
Oxford University Press, New York. 

[14] O. Neugebauer (1969), The Exact Sciences in Antiquity , Second Edition, Dover, New 
York (Brown University Press, 1957). 

[15] J. Piaget et al. (1965), La Enseñanza de las Matemáticas , Aguilar, Madrid. 

[16] F. Rosen (1831), The Algebra of Mohammed ben Musa, Farbury, Alien and Co., 
London. 

[17] D. E. Smith (1958), History of Mathematics, Volume II, Dover, New York. 

[18] D. E. Smith (1921), The Sumario Compendioso of Brother Juan Diez, Ginn and 
Company, Boston. 

[19] The Mathematical Intelligencer, Vol. 9, No. 2, 1987. 


21 



ATUNrTS VT :itISTORm 1YE LZAS MAtTMÁTlCAS 


VOL. 1. NO. 3, SEPTIEMBRE 2002 


LAS MATEMÁTICAS EN EL RENACIMIENTO 

Oscar Mario Rodríguez Sánchez 


INTRODUCCIÓN 

Frecuentemente se asegura que el significado más importante de la caída de Constantinopla 
en 1453, para la historia de las matemáticas, es que Italia se benefició con las traducciones 
de los manuscritos de los tratados griegos. De aquí, el resto de Europa llegó a tener 
contacto con los trabajos de la antigüedad. 

Los primeros libros impresos de Europa del oeste datan de 1447 y, aunque a fines de siglo 
había mas de 30000 ediciones, pocas de estas fueron matemáticas. Al principio, la 
geometría griega clásica fue menos significativa que las ediciones de las traducciones 
latinas medievales de los tratados algebraicos y aritméticos árabes. 

Varios de los tratados de Arquímedes fueron accesibles en latín a través de las traducciones 
de William de Moerbeke; pero fue muy poco para apreciar las matemáticas clásicas. Estas 
fueron accesibles sólo para quienes tuvieran un entrenamiento preliminar. 

Los estudios medievales latinos en geometría elemental y en teoría de proporciones, así 
como las contribuciones arábigas a las operaciones aritméticas y métodos algebraicos, no 
presentaron dificultades comparables a las asociadas con los trabajos de Arquímedes y 
Apolonio. 


REGIOMONTANO 

Nicholas de Cusa (1401-1464) adoptó un punto de vista similar al de Nicole Oresme 
(13237-1382), al argumentar que cualquier cosa medible puede representarse por una línea. 
Cusa tuvo acceso a una traducción de una parte del trabajo de Arquímedes, hecha en 1450 
por Jacob de Cremona; pero, aunque llegó a Cardenal, como matemático fue muy errático. 
Llegó a creer que promediando polígonos inscritos y circunscritos había llegado a una 
cuadratura. Pero fue uno de los primeros europeos modernos en atacar un problema que 
fascinó a las mejores mentes de la antigüedad. 

Johann Müller, de Kónigsberg, llamado Regiomontano (1436-1476) y probablemente el 
matemático de mayor influencia del siglo quince, puntualizó el error del razonamiento de 
Cusa. 

Regiomontano estudió en las universidades de Leipzig y Viena, donde desarrolló su gusto 
por las matemáticas y la astronomía. En Roma, acompañando al cardenal Besarion, llegó a 
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adquirir un gran conocimiento del griego, con lo que enlazó el conocimiento clásico 
preservado en Constantinopla y el movimiento renacentista. 

Al regresar a Alemania estableció una imprenta y un observatorio en Nuremberg, con la 
esperanza de imprimir traducciones de Arquímedes, Apolonio, Heron, Ptolomeo y otros; 
pero murió joven (probablemente envenenado) y el proyecto quedó incompleto. En 1475 
había sido invitado a Roma por el Papa Sixto IV para la reforma del calendario; pero murió 
un poco después de llegar. 

La lista de libros que planeaba imprimir se conserva, lo que indica que el desarrollo de las 
matemáticas se habría acelerado si hubiera sobrevivido. 

Georg Peuerbach (1423-1469), maestro de Regiomontano en Viena, planeaba hacerse de 
una buena copia del manuscrito del Almagesto de Ptolomeo en Italia para hacer una 
edición; pero murió prematuramente y el proyecto recayó en Regiomontano. Así, la 
principal contribución de Regiomontano en astronomía fue completar una nueva versión 
latina del Almagesto de Ptolomeo, iniciada por Peuerbach; Resultó un libro de texto por sí 
mismo. Su Epítome del Almagesto de Ptolomeo es notable por su énfasis en las partes 
matemáticas que habían sido omitidas en astronomía descriptiva elemental. 

Un nuevo libro de texto de astronomía: Theoricae novae planetarum , de Peuerbach, fue 
publicado por Regiomontano en 1472. 

El trabajo sistemático de los métodos para resolver triángulos de Regiomontano: De 
triangulis omnimodis, es de gran significado para las matemáticas, ya que marcó el 
renacimiento de la trigonometría. Los nuevos trabajos en astronomía se habían acompañado 
por tablas de funciones trigonométricas. Los trabajos de Peuerbach incluyeron una nueva 
tabla de senos. 

Habiendo nacido la función seno en la India, aparte de su papel en los sistemas 
astronómicos, se le tuvo poco interés. Desde el siglo doce se contaba en Europa con 
traducciones de trigonometría árabe; pero no hubo contribuciones latinas. Lúe con 
Regiomontano, a partir de su De triangulis, que Europa ganó prominencia en este campo. 
El aparente contacto de Regiomontano con el trabajo de Nasir Eddin Tratado sobre el 
Cuadrilátero, más propio del griego que del hindú, fue la fuente para organizar la 
trigonometría como una disciplina independiente de la astronomía. 

El primer libro de De triangulis, escrito alrededor de 1464, inicia con nociones 
fundamentales, derivadas de Euclides, sobre magnitudes y razones; tiene más de cincuenta 
proposiciones sobre la solución de triángulos, usando propiedades de ángulos rectos. 

El libro II inicia con el establecimiento y prueba de la ley de los senos, incluyendo 
problemas para determinar lados, ángulos y áreas de triángulos planos, dando determinadas 
condiciones. 

El libro III contiene teoremas encontrados en los textos griegos sobre esferas, antes del uso 
de la trigonometría. 
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El libro IV es sobre trigonometría esférica e incluye leyes de los senos esféricas. 

Entre lo novedoso está el uso de fórmulas de área; pero no incluyó la función tangente; la 
función tangente fue considerada en otro tratado de trigonometría de Regiomontano: 
Tabulae directionum. 

Para obviar fracciones fue costumbre utilizar valores grandes para el radio del círculo. 
Regiomontano utilizó un radio de 600,000 para una de sus tablas de senos; para otras 
adoptó 10,000,000 o 600,000,000. Para su tabla de tangentes en Tabulae directionum eligió 
100,000. No llamó la función tangente, sino utilizó solo la palabra números para las 
entradas, grados para grados, en una tabulación con el encabezado “Tabula fecunda”. 

Regiomontano murió antes de que sus dos trabajos de trigonometría fueran publicados. 
Tabulae directionum fue publicada en 1490, pero el más importante, De triangulis , 
apareció en prensa hasta 1533 (y de nuevo en 1561). Sin embargo, los trabajos fueron 
conocidos en forma manuscrita por el círculo de matemáticos de Nuremberg, donde 
Regiomontano estuvo trabajando y es muy posible que hayan tenido influencia a principios 
de siglo XVI. Cien años después de la caída de Constantinopla, las ciudades europeas: 
Viena, Cracovia, Praga y Nuremberg, fueron líderes en astronomía y matemáticas. La 
última de ellas llegó a ser un centro para la impresión de libros. 


CHUQUET 

En Francia, en 1484, Nicolás Chuquet (14457-1500) elaboró el manuscrito Triparty en la 
Science des nombres, los cuales, al igual que el Líber abad (1202) de Fibonacci (1180- 
1250), escrito tres siglos antes, fueron editados hasta el siglo XIX. 

El primero de ellos trata de operaciones aritméticas sobre números e incluye una 
explicación de los números indoarábigos. Las cuatro operaciones fundamentales son 
expresadas por palabras y frases : plus, moins, multiplier par, partyr par. Las primeras dos 
se indican algunas veces a la manera medieval: con la letra p (inicial de la palabra plus) o 
la letra m (inicial de la palabra moins) sobrerralladas. Es decir p o m, según el caso. 

Da también una regle des nombres mohines de acuerdo a la cual, (a + c)/(b + d) se 
encuentran entre a/b y c/d , para a, b, c, d, positivos. 

En la segunda parte, raíces de números, incluye algunas abreviaciones. 

La expresión 


R) 2 . 14. m.R) 2 180 


Corresponde a la expresión moderna 14- 180 
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El último y más importante, trata de la Regle des premiers, es decir de la incógnita, lo que 
nosotros llamaríamos álgebra. 

Durante los siglos XV y XVI se utilizaron varios nombres para la incógnita: res en latín, 
chose en francés, cosa en italiano, coss en alemán. Chuquet utilizó premier, y a la segunda 
potencia la llamó champs (en latín se le llamó census ) a la tercera potencia le llamó cubiez 
y a la cuarta champs de champs. Para múltiplos de éstas, inventó una notación exponencial. 

La denominación o potencia de la incógnita fue indicada por un exponente asociado con el 
coeficiente del término. 

Así, 5x, 6x 2 , 10x 3 , aparecen indicados como 

.5.\.6. 2 ,.10. 3 

0 2 

Las potencias cero y negativas también son consideradas. Así, 9x , 9x'~ fueron escritas 
como .9° , ,9. 2ra - 

La segunda parte del último de los Triparty está dedicada a la solución de ecuaciones. Una 
de las novedades es que expresó, por primera vez, un número negativo aislado en una 
ecuación algebraica. 

Triparty fue impresa hasta 1880. Pero la L ’arismethique nouvellement composée, publicada 
en Lyon por Etiene de la Roche en 1520 y de nuevo en 1538, depende en gran parte del 
trabajo de Chuquet. 


PACIOLI 

La mejor álgebra conocida de ese período se publicó diez años mas tarde (1494) en Italia: la 
Summa de arithmetica, geométrica, proportioni el proportionalita de Lúea Pacioli, también 
conocido como Lúea di Borgo (1445-1514). 

La Summa se terminó de escribir en 1487. Es una compilación de material en cuatro 
campos: aritmética, álgebra, geometría euclidiana elemental y contabilidad (Pacioli estuvo 
familiarizado con la aritmética comercial). Es un compendio de trabajos hechos por el autor 
con anterioridad y de conocimiento general de ese tiempo. 

Pacioli publicó en 1509 una edición de Euclides y un trabajo titulado De divina proportione 
que trata sobre polígonos y sólidos regulares y la razón posteriormente conocida como la 
sección dorada. Las ilustraciones en De divina proportione se atribuyen a Leonardo da 
Vinci (1452-1519). 

El renacimiento se caracterizó en matemáticas, principalmente por el surgimiento del 
álgebra y fue una continuación de la tradición medieval, ya que Regiomontano reconoció la 
importancia del álgebra arábiga y latina, puesto que conoció el trabajo de al-Khowarizmi y 
de Libonacci. 
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SÍMBOLOS OPERACIONALES 

En la publicación de 1492 Compendio de lo abaco de Francesco Pellos (1450-1500) se hace 
uso del punto para denotar la división de un entero por una potencia de diez. Es el inicio del 
punto decimal. Hay que recordar que ya al-Kashi (1380-1429?) había utilizado fracciones 
decimales. 

Los símbolos alemanes para la adición y sustracción desplazaron a la p y m italianas. En 
1489, antes de la publicación de la Summa de Pacioli, Johann Widman (n. ca. 1460) publicó 
la aritmética comercial Rechenung auff alien Kauffmanschafft, el trabajo más antiguo en el 
que aparecen los signos + y -, utilizados al principio para indicar excesos y deficiencias. 

Coss (1525), uno de los libros de álgebra alemanes de principios del siglo XVI, de 
Christoph Rudolff (15007-1545?), es uno de los primeros libros impresos que utiliza 
fracciones decimales, así como los símbolos para raíces. 

En Rechnung (1527) de Peter Apian (1495-1552) aparece impreso en la portada el triángulo 
de Pascal, casi un siglo antes del nacimiento de Blaise Pascal (1623-1662). 

La Arithmetica integra (1544) de Michael Stifel (14877-1567?) incluye el triángulo de 
Pascal, pero además trata los números negativos, radicales y potencias, y reduce la 
multiplicidad de casos de ecuaciones cuadráticas a una forma única, además explica, bajo 
una regla especial, cuando usar + y -. En un tratado posterior, De algorithmi numerorum 
cossicorum, propuso usar una letra singular para la incógnita y repetir dicha letra para 
potencias mayores de la incógnita. La Arithmetica integra es un tratado del álgebra 
conocida hasta 1544, ninguno de los problemas llegó a incluir ecuaciones cúbicas. 


DEL FERRO, TARTAGLIA, FERRARI Y CARDANO 

A partir de 1545, con la publicación de Ars Magna de Jerónimo Cardano (1501-1576), se 
hizo común la solución de la ecuación cúbica y de la ecuación cuártica. Fue tan fuerte su 
impacto que frecuentemente se toma el año de 1545 como el inicio del período moderno en 
matemáticas. 

Cardano no fue el descubridor de la solución de ninguna de ellas. Él mismo admite en su 
libro que la idea para resolver la ecuación cúbica la obtuvo de Tartaglia (Niccolo Fontana 
1500-1557), y que la solución de la ecuación cuártica fue primero descubierta por Ludovico 
Ferrari (1522-1565). Lo que Cardano no menciona en Ars Magna es la promesa que había 
hecho a Tartaglia de no revelar el secreto. 

Se presume que el mismo Tartaglia había recibido ideas sobre la solución de la ecuación 
cúbica de fuentes anteriores. Cualquiera que sea la verdad en la controversia entre Cardano 
y Tartaglia, parece claro que ninguno de ellos fue el primero en hacer el descubrimiento. 
No se sabe cómo ni cuando el profesor de matemáticas en Bologna, Scipione del Ferro 
(1465-1526) hizo el descubrimiento, nunca publicó la solución, pero antes de su muerte la 
reveló al estudiante Antonio María Fior. 
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El conocimiento de la posibilidad de resolver la ecuación cúbica inspiró a Tartaglia para 
tratar de encontrar el método por sí mismo, ya sea independientemente o con alguna 
sugerencia, en 1541 mostró cómo resolver ecuaciones cúbicas. En una competencia entre 
Fior y Tartaglia, cada contendiente propuso treinta cuestiones al otro para resolverlas en un 
tiempo determinado. Cuando llegó el día, Tartaglia había resueltos todos los problemas 
propuestos por Fior, mientras que éste no resolvió ninguno de los propuestos por Tartaglia. 
Hoy identificamos la ecuación cúbica de una manera, pero en ese tiempo se consideraban 
varios tipos, de acuerdo a valores y signos de los coeficientes. 

Se considera que la solución de las ecuaciones cúbica y cuártica son la mayor contribución 
al álgebra desde los babilonios. No ha habido otros descubrimientos que hayan estimulado 
el desarrollo del álgebra como lo hizo Ars Magna. Lo más importante es que impulsó la 
investigación en álgebra en varias direcciones. Por ejemplo, un resultado inmediato de la 
solución de la ecuación cúbica fue el uso de un nuevo tipo de números. Aunque los 
racionales fueron aceptados desde el tiempo de Cardano, los imaginarios tuvieron que ser 
calculados, aún cuando se intentara restringir a raíces reales. 


BOMBELLI 

En el aspecto anterior, Rafael Bombelli (1526-1573), llegó a apreciar que los radicales 
deben estar relacionados de la misma manera como están relacionados los radicandos. Es 
decir, que son imaginarios conjugados que producen números reales, anticipando el papel 
que los conjugados jugarían en el futuro. 

Bombelli escribió su Álgebra alrededor de 1560 y fue impresa, en parte, hasta 1572. 
Contiene símbolos parecidos a los de Chuquet, por ejemplo, los símbolos italianos pym 
para la adición y sustracción; pero utiliza también otras formas de expresión, por ejemplo, 
las potencias de la incógnita aparecen como números arábigos arriba de un pequeño arco 
circular. No aparece símbolo para la igualdad; aunque ya se tenía. 


RECORDE 

El símbolo para la igualdad apareció en Inglaterra en 1557 en el Whetstone of Witte de 
Robert Recordé (1510-1558), pero tuvo que pasar más de un siglo antes de que tal símbolo 
se impusiera sobre otras notaciones. Este libro es el más frecuentemente citado de los de 
Recordé; Whetstone es un juego de palabras (coss (para cosa) es el latín para whetstone)); 
está dedicado a la “cossike practise” (“la cosa práctica”), es decir, el álgebra. 

Se puede decir que Recordé estableció la escuela matemática inglesa. Su primer trabajo en 
matemáticas fue Grounde of Artes (1541), una aritmética popular que contenía cálculo por 
ábaco y algoritmos, con aplicaciones comerciales. En 1551 aparecieron sus otros dos libros: 
Castle ofknowledge, una astronomía en la cual se cita el sistema de Copémico y Pathewaie 
to knowledge, un compendio de los Elementos y primera geometría que apareció en inglés. 
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Los mayores progresos en matemáticas durante el siglo XVI fueron en álgebra. Aunque 
también hubo avances en trigonometría, estos no fueron tan espectaculares. Durante la vida 
de Regiomontano, Polonia había logrado un gran nivel en la enseñanza y la Universidad de 
Cracovia, donde Copérnico se inscribió en 1491, alcanzó gran prestigio en matemáticas y 
astronomía. 

Normalmente tenemos la idea de Nicolás Copérnico (1473-1543) como el astrónomo que 
quitó la Tierra del centro del sistema solar y la puso en movimiento alrededor del Sol; pero 
nos olvidamos de que un astrónomo es, por lo general, un trigonómetra. Copérnico realizó 
estudios avanzados en leyes, medicina y astronomía en Bologna, Padua y Ferrara, y dio 
clases en Roma, regresando a Polonia en 1510. 

Después de muchas obligaciones administrativas completó el tratado De revolutionibus 
orbium coelestium, publicado en 1543 (año en que murió). Contiene partes substanciales en 
trigonometría, las cuales habían sido publicadas por separado años antes bajo el título De 
lateribus el angulis triangulorum. Contiene material similar al que aparece en De triangulis 
de Regiomontano, pero las ideas trigonométricas de Copérnico datan de antes de 1533 (año 
en que se publicó De triangulis). 

Sin embargo es probable que la trigonometría de Copérnico esté relacionada a la de 
Regiomontano a través del matemático prusiano Georg Joachim Rheticus (1514-1476), de 
Wittenberg, el cual fue admitido como estudiante por Copérnico en 1539 y trabajó con él 
aproximadamente tres años. Rheticus estuvo en contacto con los matemáticos de 
Nuremberg y fue él quien publicó un primer relato de la astronomía de Copérnico, con la 
aprobación de éste, en un trabajo titulado Narratio prima (1540) y también realizó los 
primeros preparativos, completados por Andreas Osiander, para la impresión de De 
revolutionibus. 

Rheticus combinó las ideas de Regiomontano y de Copérnico con las suyas propias en el 
tratado Opus palatinum de triangulis donde dejó de considerar las funciones con respecto al 
arco de un círculo y se concretó a las líneas en un triángulo recto. Les dio uso a las seis 
funciones trigonométricas y calculó tablas para ellas. Como las fracciones decimales no 
eran comunes, utilizó hipotenusas de 10,000,000 y lados e hipotenusas de 10,000,000 de 
partes para intervalos en el ángulo de 10”. Dejó iniciadas tablas con base de 10 15 partes, ya 
que el tratado lo terminó y editó, en 1596, su alumno Valentin Otho (1550-1605). 


LA GEOMETRÍA 

Quienes hicieron contribuciones a la geometría en el siglo XVI fueron, principalmente, 
Johannes Werner (1468-1522) y Albrecht Dürer (1471-1528) en Alemania y, en Italia, 
Leonardo da Vinci (1452-1519), Francesco Maurolico (1494-1575) y Pacioli. Así mismo 
contribuyeron los geógrafos, ya que la navegación está estrechamente relacionada con la 
representación geográfica y, con la empresa de Magallanes y Elcano, se dio una carta de 
autenticidad al concepto del Mapa Mundi representado como una esfera. 
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Wemer ayudó a preservar la trigonometría de Regiomontano; pero fue más significativo su 
trabajo, en veintidós libros, sobre los elementos de las cónicas, impreso en Nuremberg en 
1522. Entre otras cosas, derivó ecuaciones para la parábola y la hipérbola a partir del cono e 
incorporó un método propio para graficar puntos sobre una parábola, con regla y compás, 
partiendo de un conjunto de círculos tangentes en un mismo punto. 

Un hecho importante en que difiere el arte renacentista del arte de la edad media, es en el 
uso de la perspectiva en la representación plana de objetos tridimensionales. El arquitecto 
florentino Filippo Brunelleschi (1377-1446), atacó este problema, pero el primer intento 
formal de abordar algunos problemas de este tipo lo dio León Battista Alberti (1404-1472) 
en el tratado De lia pictura de 1435 e impreso en 1511. 

Un paso más en el desarrollo de la perspectiva lo dio Piero della Francesca (1410-1492) en 
De prospectiva pingendi (1478). Escribió también De corporibus regularibus, donde notó 
la “divine proportion” en la cual las diagonales de un pentágono regular se cortan unas a 
otras. También encontró el volumen común para dos cilindros circulares iguales cuyos ejes 
se cortan en ángulo recto. 

Leonardo conectó también el arte con las matemáticas. En sus notas se encuentran 
cuadraturas, construcciones de polígonos regulares y razonamientos sobre centros de 
gravedad y sobre curvas de doble curvatura; pero se distinguió más por su aplicación de las 
matemáticas a la ciencia y la teoría de la perspectiva. En su Trattato della pittura inicia con 
la advertencia: “quien no sea un matemático no lea mi trabajo”. 

En el trabajo de Dürer se aprecia la influencia de Pacioli: en Melancolía, de 1514, aparece 
un cuadrado mágico y se sabe que Pacido dejó el manuscrito De viribus quantitatis en el 
que se aprecia el interés en tales cuadrados. Dürer tuvo más interés en la geometría; generó 
epicicloides (dibujándolas con un punto fijo en un círculo, el cual rueda a lo largo de la 
circunferencia de otro círculo); pero no las estudió analíticamente, ya que no contaba con la 
herramienta algebraica necesaria. Aunque dio construcciones ingeniosas para polígonos y 
otras curvas planas (obtenidas al proyectar curvas en el espacio sobre un plano), al no tener 
los fundamentos matemáticos, no distinguía fácilmente entre resultados exactos y 
aproximaciones. 

Aunque en ese tiempo no se apreció la importancia de las transformaciones geométricas, las 
proyecciones resultaron esenciales para los cartógrafos, debido a las exploraciones 
geográficas. 

A Claudio Ptolomeo de Alejandría (siglos 807-165?), se le asocia con un solo libro: 
Almagesto, pero también realizó otros trabajos. Uno de los más importantes fue una 
Geografía en ocho libros, la cual llegó a ser una Biblia para los geógrafos. En ella introdujo 
el sistema de latitudes y longitudes como se utiliza actualmente y describió métodos de 
proyección cartográfica. Sin embargo fueron inevitables los errores, ya que en la época la 
determinación de longitudes no era muy confiable. Además, para calcular el tamaño de la 
tierra, prefirió el valor de 180,000 estadios, propuesto por Posidonius (profesor de 
Pompeyo y Cicerón), en lugar del valor de 252,000 estadios dado por Eratóstenes. Esto dio 
como resultado que el mundo Eurasiano conocido abarcara una fracción mayor de la 
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circunferencia que lo que realmente es. Este error sugirió a los navegantes que el viaje de 
Europa a la India, navegando hacia el oeste, no resultaría tan largo. 

Ptolomeo describió dos tipos de proyección de mapas: La proyección ortográfica, que la 
explicó en Analemma, la cual es una transformación de una esfera a un plano, donde los 
puntos de la superficie de la esfera se proyectan ortogonalmente sobre tres planos 
mutuamente perpendiculares, y la proyección estereográfica, descrita en Planisphaerium, 
en la cual los puntos en la esfera se proyectan por líneas desde un polo sobre un plano (en 
el caso de Ptolomeo desde el polo sur al plano del ecuador). 

En el mapa realizado por Ptolomeo se sintetizaron los conocimientos de su tiempo y sentó 
las bases de la concepción del mundo hasta finales de la Edad Media. 

Uno de los primeros innovadores fue el matemático alemán Peter Apian (1495-1552). En 
1520 publicó el primer mapa del Viejo y el Nuevo Mundo en el que se usó el nombre 
“América”. 

De la escuela flamenca de cartografía se puede destacar la contribución hecha por Gerard 
Mercator (1512-1594). En esta época lo común era dibujar mapas basándose en una red 
rectangular de dos conjuntos de líneas paralelas equidistantes, uno para las latitudes y otro 
para las longitudes. Sin embargo la distancia entre grados de longitud varía con el paralelo 
de la latitud a lo largo de la cual se mide. Esto provoca distorsión de las figuras y errores de 
dirección. 

Mercator introdujo la proyección que lleva su nombre, la cual, con posteriores 
modificaciones, resultó básica en cartografía. Esta proyección parte de considerar a la 
Tierra como una esfera inscrita en un cilindro circular recto que la toca a lo largo del 
ecuador y, desde el centro de la Tierra, se proyectan los puntos en su superficie sobre el 
cilindro. Al cortar el cilindro a lo largo de un elemento y extenderlo, los meridianos y 
paralelos en la Tierra se transforman en una red rectangular de líneas. Las distancias entre 
líneas meridianas sucesivas serán iguales, pero las distancias entre líneas de latitud 
sucesivas no serán iguales. Estas últimas se incrementan rápidamente conforme se aleja uno 
del ecuador de manera que ocurren distorsiones en las figuras y en las direcciones. 

Mercator encontró que por medio de una modificación de estas distancias, determinada 
empíricamente, era posible preservar las direcciones y las figuras. En 1599, Edward Wright 
(1558-1615), en Cambridge, desarrolló las bases teóricas de la proyección de Mercator 
calculando la relación funcional entre la distancia D desde el ecuador y la latitud <j) 

D = a ln tan((j)/2 + 45°) 

Aunque en el renacimiento se aplicaron las matemáticas en campos como: mecánica, arte, 
cartografía, y óptica, Maurolico revivió el interés por lo más avanzado de los trabajos 
clásicos de la antigüedad. En la primera mitad del siglo XVI fueron pocos los que 
estuvieron familiarizados con la geometría de Arquímedes, Apolonio y Pappus, ya que las 
traducciones latinas de estos fueron accesibles hasta a mediados del siglo XVI. De 
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Arquímedes se imprimió una traducción, debida a Tartaglia, en 1543, luego una edición 
griega en 1544 y una traducción en latín por Federigo Commandino (m. en 1575) en 
Venecia en 1558. Del trabajo Cónicas de Apolonio sólo los primeros cuatro libros (de los 
ocho originales) permanecieron en Grecia. (El matemático árabe, Thabit ibn Qurra, tradujo 
los siguientes tres libros. En 1710, Edmund Halley logró una traducción latina de los siete 
libros). La traducción latina de los cuatro primeros se imprimió en Venecia en 1537. La 
traducción de Maurolico, terminada en 1548, fue publicada hasta 1654. La traducción de 
Commandino fue impresa en Bologna en 1566. (Commandino también tradujo la colección 
matemática de Pappus, pero fue impresa hasta 1588). 

Maurolico tuvo acceso a la geometría antigua disponible, ya que leía griego y latín. De 
algunas observaciones de Pappus al trabajo de Apolonio, sobre normales a las secciones 
cónicas, Maurolico trató de reconstruir el libro V de las Cónicas, en ese tiempo perdido. 
Esto llevó a que la reconstrucción de los trabajos perdidos, en general, y de los últimos 
cuatro libros de las Cónicas, en particular, llegaran a ser uno de los principales estímulos 
para la geometría antes de Descartes. 

Desde la muerte de Maurolico en 1575, hasta la publicación de La géométrie de René 
Descartes (1596-1650) en 1637, la geometría tuvo que esperar a que los progresos en 
álgebra alcanzaran un nivel que hiciera posible la geometría algebraica. 
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Ronald A. Fisher nació en Finchley, Londres, el 17 de febrero de 1890. Fue hijo de George 
Fisher, subastador y miembro de una familia conformada mayormente por hombres de 
negocios y de Katie Heath, mujer dedicada al hogar e hija del notario londinense Thomas 
Heath. 

A muy temprana edad, Fisher mostró una gran inteligencia y precocidad por las 
matemáticas. Antes de los seis años su madre le leyó un libro de astronomía que lo motivó 
a continuar con este estudio, por lo que a la edad de siete u ocho años atendió las clases de 
Sir Robert Ball. 

Sus problemas de la vista consistentes en una extrema miopía, le impedían trabajar con luz 
eléctrica, por lo que, bajo la tutoría de G. H. Mayo, desarrolló una gran habilidad para 
resolver problemas matemáticos sin el uso de lápiz y papel, tan sólo efectuando cálculos 
mentales. En estas tutorías trabajó principalmente trigonometría esférica y con esto logró 
un gran sentido geométrico que fue de gran influencia en sus trabajos posteriores. Esta 
facilidad era en ocasiones un inconveniente pues algunos matemáticos de su tiempo, 
carentes de esta habilidad, no entendían sus razonamientos, que para él resultaban obvios. 

En 1904 sufre la pérdida de su madre, quien muere repentinamente de peritonitis y para 
1906, su padre realiza malos negocios que impiden lo siga ayudando económicamente, por 
lo que debe buscar alguna manera de sostenimiento. Generalmente contó con cierto tipo de 
becas para sus estudios y en 1909 recibió una más para estudiar en la Universidad de 
Cambridge, donde, en 1912 se graduó como Wrangler 1 . Es ahí donde empezó a interesarse 
en la teoría de la evolución y la selección natural de Darwin y en genética, pues, aunque su 
educación fue matemática, desde temprana edad tuvo interés en la biología. Después de 
graduarse estuvo en Cambridge un tiempo más, estudiando mecánica estadística bajo la 
asesoría de James Jeans. También estudió la teoría de errores en observaciones 
astronómicas bajo F. J. M. Stratton y fue esto último lo que lo condujo a investigar 
problemas estadísticos. 

En abril de 1912 publicó su primer artículo, en el cual desarrolló lo que luego sería 
conocido como el método de máxima verosimilitud. Ronald Fisher tuvo por mucho tiempo 
una relación amistosa con William S. Gosset, hombre generoso, amigable y con una gran 
variedad de intereses. Gosset publicaba bajo el seudónimo de Student y en el verano de 
1912 mantuvo correspondencia con Fisher en relación al denominador (n-1) de la fórmula 
de la varianza, ya que, derivando el estimador de máxima verosimilitud para la varianza de 
una muestra proveniente de una población normal, Fisher había llegado al denominador n 
en lugar de (n-1) obtenido por Gosset. La facilidad matemática que Fisher tenía, le permitió 


1 Es la posición más alta en los mathematical tripos, concursos tradicionales en Cambridge. 
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reformular el problema en términos de configurar la muestra en un espacio n -dimensional y 
mostró que usar la media muestral en lugar de la media poblacional, era equivalente a 
reducir en uno la dimensionalidad del espacio muestral. De esta manera llegó a un término 
que después llamó grados de libertad. Esta formulación geométrica del problema lo llevó a 
derivar la distribución t de Student y, en septiembre de ese año, la envía a W. Gosset, quien 
ya la había derivado empíricamente, por lo cual se le conoce con su seudónimo. Gosset 
inmediatamente envió esta demostración a Pearson, sugiriéndole su publicación, aunque 
aclaraba “No pude entender todo este material. No me siento a gusto trabajando en más de 
tres dimensiones, pero puedo comprenderlo de otra manera. Me parece una prueba 
matemática que puede ser muy atractiva para muchas personas’’. La prueba no fue 
publicada y la correspondencia cesó por un tiempo. 

El trabajo de Fisher era admirado por muchos, entre ellos Gosset, quien pudo mantener a un 
mismo tiempo una amistad con Ronald Fisher y Karl Pearson. Todos sabían que Fisher 
tenía el defecto de no admitir que podía cometer errores y llegar a reconocer alguno le 
tomaba bastante tiempo. 

En 1913 Fisher aceptó un trabajo como estadístico en la Compañía Mercantil y de 
Inversiones de Londres y de 1915 a 1919 trabajó como profesor de matemáticas y física en 
varias escuelas públicas, como una manera de servir a la patria, ya que fue rechazado del 
ejército por sus problemas visuales. En 1917 se casó con Ruth Eileen, hija del Dr. Henry 
Grattan Guinness, con la cual tuvo seis hijas y dos hijos. Durante todo este período estuvo 
desarrollando sus ideas en estadística y genética. 

Fisher reanudó su relación por correo con William Gosset cuando se dedicó a derivar la 
distribución muestral del coeficiente de correlación, retomando un artículo que este último 
publicó cuando pasó un año trabajando con Karl Pearson, en el University College, en 
1907. El trabajo de Fisher llegó a Karl Pearson, quien en 1915 le publicó un artículo sobre 
la distribución muestral del coeficiente de correlación en la revista Biometrika, que estaba 
bajo su dirección. Pearson era muy reconocido por sus investigaciones en estadística y en 
genética y, por cuenta propia, realizó un estudio cooperativo en sus laboratorios, con el que 
publicó en 1917 lo que consideraba correcciones al artículo de Fisher, sin notificárselo 
previamente. La razón es que Pearson no había entendido el método de máxima 
verosimilitud que Fisher utilizaba y lo llamó inferencia inversa, algo que este último había 
evitado deliberadamente. En ese tiempo Fisher era un desconocido y se sintió agredido por 
los comentarios de Pearson, quien ignoró la propuesta de Fisher de demostrar la 
significancia de las correlaciones haciendo una transformación al coeficiente de correlación 
r, dada por 

z = !¿ ln k + r2<- r Z’ 

y con la cual se logra que distribuciones altamente sesgadas y con varianzas desiguales se 
transformen en distribuciones aproximadamente normales con varianzas constantes. 

Lo anterior creó una confrontación, pues Pearson ignoró nuevas explicaciones de Fisher e 
inclusive algunas de las teorías nuevas que éste proponía. Por su parte, Fisher encontró 
algunos errores en el cálculo de los grados de libertad de ciertas tablas que Pearson había 
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publicado, pero dada la fama de este último, no fueron tomados en cuenta por la Royal 
Society, la que rechazó, en 1917, un artículo sobre la correlación entre parientes bajo el 
supuesto de herencia Mendeliana. Como sabía que a Pearson no le agradaban sus 
demostraciones, Fisher intentó nuevas pruebas, esperando que el nuevo método que 
empleaba agradara a Pearson, pero también esto fue ineficaz. Debido a estas 
confrontaciones, en 1919 Fisher rechazó la invitación de Pearson de presentar solicitud para 
una posición en su departamento de estadística. 

Es de reconocer que Fisher en un principio trató con mucho respeto el trabajo de Pearson. 
Se afirma que si este último hubiera tenido una mente más abierta, habría percibido en 
Fisher al hombre que podía resolver muchos de los problemas que en ese momento se 
tenían. Sin embargo, hizo lo opuesto, se dedicó a poner dificultades en su camino y 
demostrar que Fisher estaba equivocado, llegando inclusive a rechazarle publicaciones en 
Biometrika. 

En septiembre de 1919 Fisher empezó a trabajar como estadístico en la Estación 
Experimental de Rothamsted, donde se involucró en la experimentación agrícola, que en 
ese lugar se venía efectuando desde 1843. Al principio trabajó con datos históricos, de 
experimentos que se habían llevado a cabo durante largos períodos de tiempo, pero después 
se involucró en los datos y diseño de nuevos experimentos que se realizaban en ese 
momento. Rothamsted fue una buena elección pues existía una atmósfera libre que le 
permitía el contacto con investigadores en biología y otras áreas. Fue en este tiempo cuando 
estableció las bases teóricas de la estadística matemática y también desarrolló las modernas 
técnicas de diseño y análisis de experimentos, pues estaba involucrado con la variedad de 
problemas que enfrentaban los investigadores que ahí trabajaban y siempre trató de mejorar 
los experimentos que ahí se conducían. Fue así como emergieron los principios de 
aleatorización, replicas, bloques aleatorizados, bloqueo, confusión, cuadrados latinos, 
arreglos factoriales, etcétera. 

Fisher y Gosset se conocieron personalmente hasta el 15 de septiembre de 1922, con el 
proposito de discutir sobre las tablas de la distribución t. Gosset había venido usando estas 
tablas desde hacía 14 años y, al igual que con sus trabajos sobre el coeficiente de 
correlación, estas investigaciones se habían derivado de problemas que había tenido que 
resolver en su trabajo. Gosset nunca imaginó la importancia de estas tablas hasta que habló 
con Fisher, quien elogió mucho su trabajo. 

Por otra parte, entre 1922 y 1925, Fisher desarrolló los fundamentos de la teoría de 
estimación. Estaba principalmente interesado con el manejo de muestras pequeñas ya que 
disponía de observaciones de experimentos científicos con estas características y fue muy 
claro en hacer una distinción entre estadísticos muéstrales y valores poblacionales o 
parámetros. A Fisher se le deben los conceptos de eficiencia, suficiencia, información y 
consistencia de un estimador. Cuando retoma su trabajo sobre el coeficiente de correlación, 
deriva distribuciones muéstrales de otros estadísticos de uso común, entre ellas la 
distribución F. 


Para 1925, estando en Rothamsted, publica su libro Statistical Methods for Research 
Workers. Este libro llegó a ser la biblia de los investigadores en todo el mundo y contenía 
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básicamente todas las nuevas técnicas desarrolladas, que fueron de gran utilidad para los 
biólogos. Fisher tenía un principio de justicia muy fuerte y escribió una nota histórica en 
este libro elogiando a Gosset y donde dice: “El trabajo de Student no ha sido totalmente 
apreciado, de hecho ha sido ignorado en las revistas donde ha aparecido, y uno de los 
principales propósitos de la primera edición de este libro es que se reconozca la 
importancia de estas investigaciones y su consecuente trabajo matemático 

Para entonces el trabajo de Fisher era ya reconocido por un amplio círculo de 
investigadores y se incrementó considerablemente el número de visitantes provenientes de 
otros institutos que deseaban trabajar con él. En 1929 fue electo miembro de la Royal 
Society de Londres. 

Dado que Fisher siempre se había interesado en genética y evolución, en esta estación 
experimental inicia una serie de experimentos de crías de ratones, caracoles y aves, y con 
estos últimos confirma su teoría de dominancia en la evolución. En Rothamsted nunca se 
habían efectuado este tipo de experimentos, pero se le proporcionaron tierras para la cría de 
ciertos animales, como aves y caracoles. Los ratones tuvo que mantenerlos en su casa con 
la ayuda de su esposa e hijos. Así, para 1930 publicó Genetical Theory of Natural Selection 
en la que logra una reconciliación entre las ideas de Darwin sobre selección natural y la 
teoría de Mendel, pues relaciona la teoría de la evolución de Darwin con los principios 
genéticos de Mendel. Su esposa le ayudó en la escritura de este libro y el contenido del 
mismo era un interesante tema de discusión para su familia. Fisher siempre trató de 
involucrar a sus hijos en su trabajo y algunos de ellos le ayudaban con la cría de animales. 

Durante el período de 1931 a 1936 realizó estancias de verano en la Universidad Estatal de 
Iowa. Su trabajo en genética fue reconocido de manera tal que en 1933 se le ofreció la 
posición de Galton Professor en el University College of London, esto es, profesor en el 
Laboratorio Galton para la cátedra de eugenesia, en sucesión de Karl Pearson, quien fundó 
este laboratorio en 1904, como un centro de investigación en genética humana. Fisher 
aceptó esta posición pero no tomó el control de todo el departamento pues éste fue dividido 
en dos. Jerzy Neyman (quien no congeniaba con Fisher) y E. S. Pearson, hijo de Karl 
Pearson, tomaron a su cargo el departamento de estadística, cuyo nombre fue cambiado a 
Departamento de Estadística Aplicada, y Fisher quedó a cargo del Laboratorio Galton. En 
un principio, J. Neyman fue invitado para una posición temporal en el departamento, pero 
al año su posición se volvió permanente y la mantuvo hasta 1938. Ambos departamentos 
compartían el mismo edificio, pero se encontraban en diferentes niveles, lo cual provocaba 
en ocasiones situaciones tensas para los visitantes que debían contactar ambos 
departamentos. 

El Laboratorio Galton ofrecía oportunidades para la cría experimental de animales que no 
había sido posible realizar en Rothamsted. Por lo tanto, Fisher pudo mover al laboratorio 
toda la colonia de ratones que mantenía en su casa y agregar mucha más variedad de 
animales. 

Por otra parte, retomó The annals of eugenics de Karl Pearson, revista que había sido 
originalmente fundada para la publicación de artículos en eugenesia y genética humana; 
bajo la dirección de Fisher llegó a ser una revista de gran importancia en estadística. 
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En 1935 publicó su libro The Design of Experiments, el cual fue el primer libro 
explícitamente dedicado a esta materia. A pesar de las controversias que este libro motivó, 
las nuevas ideas en diseño y análisis experimental pronto fueron aceptadas por la mayoría 
de los investigadores y los métodos han sido adoptados casi umversalmente, no solamente 
en agricultura, sino en todas las áreas que involucran el manejo de material altamente 
variable. Gracias a un buen diseño experimental se han logrado muchos avances en la 
producción agrícola. 

Al comienzo de la segunda guerra mundial se decidió evacuar el University College, y 
aunque por un tiempo Fisher se resistió a esta decisión, finalmente tuvo que abandonar el 
laboratorio y volver a Rothamsted. En 1943 aceptó la posición Arthur Balfour de Genética 
en Cambridge, en sucesión de R. C. Punnett. Cuando regresó a Cambridge fue reelecto 
miembro de su antiguo colegio Gonville and Caiu, y en sus últimos años llegó a ser una 
leyenda para los estudiantes de este colegio. Durante este tiempo escribe tres libros más: 
The Theory of Inbreeding en 1949, Contributions to Mathematical Statistics en 1950 y 
Statistical Methods and Scientific Inference en 1956. Aunque después de la guerra los 
recursos para proyectos de investigación fueron en general muy limitados, él continuó 
trabajando en estadística y sus usos prácticos en la investigación. 

Al dejar Cambridge visitó a E. A. Comish, Jefe de la División de Estadística Matemática en 
Adelaide, Australia, quien lo invitó a trabajar ahí. El clima y la atmósfera intelectual que 
Fisher encontró en Adelaide lo persuadieron de quedarse y a pesar de que realizó visitas a 
otras partes del mundo, permaneció en Adelaide hasta su muerte. Hasta una semana antes 
de su deceso se le vio lleno de vigor intelectual y completamente involucrado en la 
investigación estadística. 

Es difícil describir toda la producción de Ronald Aylmer Fisher pues por cerca de medio 
siglo publicó por lo menos un artículo cada dos meses y muchos de ellos marcaron nuevas 
líneas de investigación. Por lo tanto, no es sorprendente que haya sido distinguido con 
varios premios y honores durante su vida, inclusive ser nombrado Caballero en 1952. 
Aunque Fisher se vio involucrado en una larga batalla con otros estadísticos por sus 
investigaciones acerca de estimación y prueba de hipótesis, gracias a todas sus 
contribuciones es considerado uno de los fundadores de la estadística moderna. 


RONALD FISHER Y EL DISEÑO Y ANÁLISIS DE EXPERIMENTOS 

Es interesante conocer como Ronald Fisher llegó a establecer varios conceptos y tipos de 
diseños para el análisis de experimentos. Cuando llegó a la estación Rothamsted en 1919, 
como ya se mencionó, había gran confusión sobre los errores a que estaban sujetos los 
resultados experimentales. El conocimiento del error experimental es no sólo necesario para 
tener una idea de la exactitud de los resultados sino que también provee las bases para la 
validez de las pruebas de significancia. Fisher mostró a los investigadores de la estación 
experimental que el utilizar réplicas en los experimentos era una manera de estimar este 
error. 
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Por otra parte observó que el análisis de varianza era una poderosa técnica que permitía 
separar las fuentes de variación de los ensayos efectuados en campos agrícolas. En 1923 
publicó una primera aplicación, donde estudió el efecto de tres tratamientos en doce 
variedades de papas y para ello utilizó tres réplicas. El experimento fue básicamente del 
tipo de parcelas divididas y aunque en un principio Fisher cometió el error de utilizar una 
sola estimación del error para todas las comparaciones entre tratamientos, para 1925 
comprendió mejor las fuentes de error experimental y notó que en este tipo de diseño era 
necesario separar este error en dos fuentes: el proveniente de la parcela completa y el 
correspondiente a la subparcela. 

En su libro Statistical Methods for Research Workers estableció por vez primera los 
principios de aleatorización y enfatizó que las pruebas de significancia sólo son válidas 
cuando se aleatorizan los tratamientos en las unidades experimentales. Desde la primera 
edición de este libro se incluye una tabla de la distribución normal para p=0.05 y pruebas 
de significancia para el análisis de varianza en el caso de tener pocos grados de libertad en 
uno o varios componentes del análisis. 

En ese tiempo no era bien comprendida la ventaja de utilizar bloques hasta que, mediante el 
análisis de varianza, Fisher logró aislar la varianza suscrita a las diferencias en los bloques 
y estudió cómo ésta podría eliminarse del análisis. Demostró también que en los diseños de 
cuadrados latinos la varianza podría ser separada en dos direcciones, con el inconveniente 
de que en estos diseños el número de repeticiones debía ser igual al número de tratamientos 
comparados. 

También por este tiempo Fisher clarificó sus ideas sobre el análisis de resultados en un 
diseño factorial, esto es, diseños donde se incluyen todas las combinaciones de los niveles 
de un grupo de tratamientos o factores en un mismo experimento. Los investigadores de 
Rothamsted efectuaban experimentos factoriales, pero al analizar los resultados, creían que 
era mejor investigar un factor a la vez. Fisher mostró cómo evaluar correctamente los 
resultados de estos experimentos considerando las posibles interacciones que pudiera haber 
entre factores. 

Poco después, al observar que en los experimentos factoriales el número de combinaciones 
de tratamientos crecía rápidamente conforme aumentaba el número de factores y, por 
tanto, se volvía impráctico conducir este tipo de experimentos, menos aún si se efectuaban 
réplicas, Fisher demostró que esta dificultad puede ser resuelta incluyendo en los bloques 
sólo una parte de todas las posibles combinaciones de tratamiento, llegando así a lo que se 
conoce como confusión. En los diseños con bloques confundidos, las interacciones de alto 
orden están confundidas con los bloques. El ejemplo que utilizó para ilustrar el concepto de 
confusión fue un experimento con tres factores: nitrógeno, fosfato y potasio. En este 
experimento el investigador estaba interesado en los efectos principales pero también 
deseaba estudiar lo que ocurría con las interacciones de dos factores. Fisher sugiere 
construir bloques de tamaño cuatro en lugar del tamaño ocho habitual, y de tal manera que 
la interacción de tres factores estuviera confundida con los bloques. Todas las demás 
comparaciones no se verían afectadas. 
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Ya establecidas las ideas básicas de la confusión en bloques, Fisher dejó a otros su 
desarrollo, como Frank Yates, quien al iniciar su trabajo en Rothamsted investigó bastante 
sobre bloques confundidos. Para 1935 todo el marco conceptual estaba completo y se 
establecieron conceptos como ortogonalidad, y confusión parcial. 

En 1930 H. G. Sanders publica un artículo donde plantea una extensión del análisis de 
varianza. Dicha técnica es una combinación de éste con el análisis de regresión y lo llama 
análisis de covarianza. En su artículo hace la aclaración de que este tipo de análisis se debe 
a R. Fisher y utiliza un ejemplo para mostrar cómo con este procedimiento se puede 
incrementar la precisión de un experimento. 

Todas estas nuevas ideas sobre diseño experimental dieron lugar a una gran cantidad de 
controversias. Se cuestionaba la validez de las pruebas t y z, en el sentido de que estaban 
basadas en teorías de normalidad y en muchos de los experimentos los errores no estaban 
normalmente distribuidos. Se atacaba la aleatorización pues se pensaba que un investigador 
con experiencia y conocimiento del material experimental, podía lograr un mejor arreglo 
que el obtenido aleatoriamente. Fisher trataba de aclarar estos comentarios en discusiones 
durante los congresos científicos a que asistía, en privado y en los artículos que publicaba. 
Durante un tiempo se dio una gran controversia entre él y su amigo W. Gosset sobre el 
valor de la aleatorización en el cálculo del error experimental, misma que dio lugar a una 
serie de cartas y artículos donde se pueden apreciar todas estas discusiones. 

Su libro, Diseño de Experimentos, no es un manual de instrucción ni incluye ejemplos 
numéricos; en realidad discute detalladamente los principios lógicos de la experimentación 
y algunas complejidades en los diseños factoriales y diseños confundidos que se utilizan 
bastante en el trabajo de campo. Este libro inicia con un ejemplo que dice: “Una mujer 
declara que tan sólo probando una taza de té con leche, ella puede decir cuál de estos fue 
puesto primero en la taza Este es un ejemplo que realmente le sucedió a Ronald Fisher, 
cuando le invitó a Miss Buriel Bristol una taza de té con leche y ella la rechazó pues la 
leche había sido agregada al final. Es, pues, muy interesante leer en este libro cómo se 
desarrollaron algunas técnicas del diseño experimental. El único defecto que se le adjudica 
a esta publicación, al igual que a Statistical Methods for Research Workers, es el hacer un 
énfasis excesivo en las pruebas de significancia. 

Fisher encontró de gran interés todos los problemas combinatorios surgidos de diseños 
experimentales e hizo contribuciones notables a la materia. De hecho, encontró que existían 
56 cuadrados latinos estándar de 5x5 y no los 52 que MacMahon, quien era una autoridad 
en análisis combinatorio, expuso en Combinatory Analysis. 

Fisher trabajó bastante en la demostración de la existencia de soluciones combinatorias al 
problema de bloques incompletos balanceados, esto es, diseños en los que el número de 
unidades en un bloque es menor que el número de tratamientos y donde cada pareja de 
tratamientos aparece junta en el mismo número de bloques. Se mostró todo un catálogo de 
estos diseños en la primera edición de Statistical Tables for Biological Agricultuml and 
Medical Research, que en 1938 publicó con Frank Yates. En esta publicación se incluyen 
tablas para algunas distribuciones, cuadrados latinos ortogonales, tablas para probar la 
significancia entre dos medias, etcétera. En las siguientes ediciones, gracias a la 
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cooperación de matemáticos de la India, se agregaron nuevos diseños de bloques 
incompletos balanceados y se probó la no existencia de otros. Ronald Fisher colaboró sólo 
en una parte de la revisión del material para la sexta edición, publicada en 1963, pues murió 
en julio de 1962. 


FISHER Y SUS CONTRIBUCIONES A UA GENÉTICA 

En este artículo no se cubrirán en detalle las contribuciones de Fisher en genética, aunque 
su interés por esta área, como ya se mencionó anteriormente, empezó a muy temprana edad 
y uno de sus más importantes artículos lo publicó en 1918, donde abordó el tema de la 
correlación existente entre parientes bajo el supuesto de herencia Mendeliana. En este 
artículo muestra claramente que esta correlación no solo puede ser interpretada, sino que la 
herencia Mendeliana conduce a observar este tipo de correlaciones. Muestra también cómo 
la correlación puede ser usada para partir la variación observada en fracciones heredables y 
no heredables, las que a su vez se pueden dividir en otras fracciones. A partir de este 
artículo se aclararon muchas dudas sobre este tema. 

Después de tratar con la cuestión genética de la variación, Fisher volvió su atención a la 
relación entre el principio de selección natural de Darwin y los principios de la herencia de 
Mendel. Retrasó la publicación de sus conclusiones hasta 1930 y las incluyó como un 
primer capítulo de su libro The Genetical Theory of Natural Selection, el cual publicó en 
ese año. 

El Laboratorio Galton le ofreció facilidades para el estudio de genética humana y ahí pudo 
desarrollar algunas líneas de investigación; entre ellas se encuentra la colaboración en el 
estudio de los tipos sanguíneos humanos y la identificación del ‘gene’ Rhesus. La historia 
de este estudio la describe en un artículo publicado en 1947, mismo año en que fue llamado 
para impartir la cátedra Arthur Balfour de genética en Cambridge, en la que permanece 
hasta su retiro en 1957. 

Los resultados de sus investigaciones sobre la cría de animales lo llevaron a publicar el 
libro The Theory of Inbreeding en 1949. Al igual que en su trabajo teórico, sus 
experimentos genéticos estuvieron marcados por la característica de que siempre 
empezaron con un objetivo definido y fueron diseñados cuidadosa y específicamente para 
ese propósito. Algunos de ellos, como sus experimentos con aves, terminaron cuando se 
alcanzó el objetivo planteado. El análisis teórico siempre estuvo por delante de la 
investigación experimental, esto con el fin de asegurar que los objetivos estuvieran bien 
definidos. Así, siempre a su manera, los experimentos genéticos que llevaba a cabo 
ilustraban su credo estadístico. A pesar de todo esto, Fisher nunca ocupó una posición 
dominante en genética como lo hizo en estadística. 


DISTINCIONES RECIBIDAS 

Durante su vida, Fisher recibió muchos honores y premios entre los que se pueden 
mencionar: 
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• La Weldon Memorial Medal en 1928. 

• La Guy Medal, en oro, de la Royal Statistical Society en 1947. 

• Tres medallas de la Royal Society: The Royal Medal (1938), The Darwin Medal 
(1948) y The Copley Medal (1956). 

• Recibió doctorados honorarios en muchas universidades como la University of 
Glasgow, University of Adelaide, Iowa State University, University of Leeds y 
Harvard University, entre otras, además de The Indian Statistical Institute. 

• Fue Asociado Extranjero en la Academia Nacional de Ciencias de Estados Unidos. 

• Miembro Honorario Extranjero de la Academia Americana de Artes y Ciencias. 

• Miembro Honorario de la Asociación Americana de Estadística. 

• Miembro Extranjero de la Real Academia de Ciencias de Suecia y la Real 
Academia Danesa de Ciencias. 

• Miembro de la Academia Imperial Alemana de Ciencias Naturales y de muchas más 
academias de ciencias. 

• En 1952 recibió el título de Caballero de manos de la Reina Isabel. 
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PAVEL SERGUEIEVICH ALEKSANDROY 


José Luis Díaz Gómez 


Pavel Sergueievich Aleksandrov nació el 25 de abril de 1896 en Bogorodsk, Rusia y murió 
el 16 de noviembre de 1982. Se graduó en la Universidad de Moscú en 1917, se unió a la 
facultad de matemáticas de esta universidad en 1921 y en 1929 fue nombrado su director. 
Planeo, en colaboración con el matemático suizo H. Hopf, la escritura de un tratado 
definitivo de topología de tres volúmenes. De este tratado sólo se publicó el primer 
volumen, llamado Topología I (1935) ([7]). 

Aleksandrov influyó y alentó el desarrollo de la escuela de topología de Moscú. 
Inicialmente su trabajo se desarrolló en la topología de la teoría de conjuntos y 
posteriormente se desarrolló en el campo de la topología algebraica 1 . 

Aleksandrov introdujo muchos de los conceptos básicos de topología, como la noción de 
que un espacio topológico arbitrariamente general puede aproximarse con un grado 
arbitrario de exactitud por medio de figuras geométricas simples como los poliedros. Pero, 
antes de continuar destacando su influencia en la matemática, hagamos un recorrido sobre 
su vida desde el inicio. 

El padre de Pavel Sergueievich Aleksandrov, Serguei Aleksandrovich Aleksandrov, fue un 
médico graduado en la Universidad de Moscú, que había decidido no seguir una carrera 
académica, pero que en cambio eligió usar sus habilidades para ayudar a las personas, y 
para esto trabajó como médico general en Yaroslavskii. Posteriormente trabajó en el 
hospital de Bogorodskii con una mejor posición, que es donde estaba cuando nació Pavel 
Sergueievich ([1], [2],[6]). 

Cuando Pavel Sergueievich tenía un año, su padre se mudó al hospital Estatal de Smolensk, 
donde adquirió una gran reputación como un buen cirujano, por lo que la familia cambió su 
residencia por un cierto tiempo a Smolensk. La ciudad de Smolensk está a la orilla del 
Dniéper, 420 km al oeste de Moscú. La educación inicial de Pavel Sergueievich la recibió 
de su madre Tsezariya Akimovna Aleksandrova, quien aplicó todo su talento en la 
educación de sus hijos. Pavel aprendió de ella el idioma francés y el alemán. La casa de la 
familia era muy alegre y siempre estaba llena con música y sus hermanos y hermanas 
tenían un gran talento en este campo ([1], [2],[6]). 

La educación inicial que su madre le dio le permitió aventajar siempre en la escuela 
primaria a la que asistió en Smolensk. Su maestro de matemáticas, Aleksandr Romanovich 


1 La topología algebraica es una parte de la topología que tiene por objeto descubrir las 
propiedades de los espacios topológicos por medio del álgebra y hallar las condiciones 
necesarias para que dos espacios topológicos sean homeomorfos, o sea equivalentes. 
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Eiges, comprendió pronto que su alumno tenía un notable talento para las matemáticas ([3] 
y [4],[6]): 

... en la escuela primaria estudió mecánica celeste y análisis matemático. Pero su 
interés estaba dirigido principalmente hacia los problemas fundamentales de la 
matemática: los fundamentos de la geometría y la geometría no-euclidiana. Eiges 
tenía gran aprecio por su alumno y ejerció una influencia firme en su elección de una 
carrera en la matemática. 

En 1913 Aleksandrov se graduó de la escuela primaria siendo el primero de su escuela y 
ganó una medalla de oro. Ciertamente en este momento ya había decidido estudiar una 
carrera en matemáticas, pero no había puesto sus ojos tan alto como en llegar ser un 
maestro universitario, sino más bien, estaba pensando en hacerse maestro de matemáticas 
de la escuela preparatoria. Eiges era el modelo al que aspiraba en esta fase, pero Eiges 
había hecho algo más que enseñarle matemáticas a Aleksandrov, él también había 
influenciado su gusto por la literatura y las artes ([6]). 

Aleksandrov ingresó a la Universidad de Moscú en 1913 e inmediatamente le ayudó 
Stepanov. Stepanov trabajaba en la Universidad de Moscú y era siete años, pero su casa 
también estaba en Smolensk y visitaba con frecuencia la casa de Aleksandrov. Stepanov fue 
una influencia importante para Aleksandrov en este período y le sugirió a Aleksandrov que 
se uniera al seminario de Egorov, incluso en el primer año de sus estudios en Moscú. En su 
segundo año de estudios, Aleksandrov entró en contacto con Luzin, quien había regresado a 
Moscú. Aleksandrov escribió ([3], [4], [6]): 

A finalizar la conferencia de Luzin, me dirigí hacia él y le solicité un consejo sobre 
cual es la mejor forma de continuar mis estudios de matemáticas, e impactó a la 
mayoría la amabilidad de Luzin hacia el hombre que se dirigió a él - un estudiante de 
18 años de edad... después me convertí en un estudiante de Luzin, durante su período 
más creativo... ver a Luzin por esos años era ver una representación de lo que se 
llama una relación inspirada en la ciencia. No sólo aprendí matemáticas de él, sino 
que también recibí una lección de lo que hace a un verdadero estudioso y lo que un 
profesor universitario puede y debe ser. 

Aleksandrov demostró su primer resultado importante en 1915, a saber, que todo conjunto 
no numerable de Borel contiene un subconjunto perfecto. No sólo era un resultado muy 
importante para la teoría de conjuntos, sino también los métodos que Aleksandrov usó y 
qué resultaron ser de los más útiles en la teoría de conjuntos. Después de los grandes éxitos 
de Aleksandrov, Luzin hizo lo que muchos supervisores deberían hacer, comprendió que 
tenía en Aleksandrov a uno de los más grandes talentos matemáticos, así que pensó que 
merecía la pena pedirle que tratara de resolver el mayor problema abierto en la teoría de 
conjuntos, ciertamente la hipótesis del continuo. 

La hipótesis del Continuo establece que no hay ningún conjunto cuya ccirdinalidad 
esté entre la de los números Naturales y la de los números Reales. 
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Cuando Aleksandrov no pudo resolver la hipótesis del continuo 2 , pensó que no estaba 
capacitado para una carrera matemática y se fue a Novgorod-Severskii, donde se hizo 
productor de teatro. Posteriormente se fue a Chernikov donde, además del trabajo teatral, 
enseñó ruso e idiomas extranjeros, e hizo amistad con poetas, artistas y músicos. Después 
de un período corto en la cárcel, en 1919 durante la revolución rusa, Aleksandrov regresó a 
Moscú en 1920. Luzin y Egorov habían formado un grupo de investigación impresionante 
en la Universidad de Moscú al que los estudiantes llamaron “Luzitania” y ellos, junto con 
Privalov y Stepanov, recibieron muy bien a Aleksandrov en su regreso ([6]). 

Sin embargo, el regreso de Aleksandrov a Moscú no fue inmediato, ya que pasó de 1920-21 
en su casa en Smolensk, donde enseñó en la Universidad. Durante este tiempo trabajó en su 
investigación, yendo a Moscú por lo menos un mes para estar en contacto con los 
matemáticos y prepararse para sus exámenes. Alrededor de este tiempo Aleksandrov se 
hizo amigo de Urysohn, quien era un miembro de 'Luzitania', y la amistad pronto desarrolló 
una mayor colaboración matemática. 

Después de presentar sus exámenes en 1921, Aleksandrov fue designado como 
conferencista en la universidad de Moscú y disertó en una variedad de temas incluyendo 
funciones de una variable real, topología y teoría de Galois. En julio 1922 Aleksandrov y 
Urysohn fueron a pasar el verano a Bolshev, cerca de Moscú, donde empezaron a estudiar 
los conceptos de la topología. Del libro de Topología tomamos la siguiente definición [5]: 

“En un conjunto R de elementos cualesquiera se dice que se define una 
correspondencia topológica, si a cada subconjunto M de R, se le asocia un 
subconjunto M de R. Al conjunto R y la correspondencia topológica en él definida 
se le llama espacio topológico general . Lo designaremos, siempre que no haya lugar 
y confusión con R...“ 

En 1914 Hausdorff publicó un libro llamado Grundzüge der Mengenlehre, en el que, 
construyendo sobre el trabajo de Fréchet y otros, había creado una teoría topológica y de 
los espacios métricos. Aleksandrov y Urysohn impulsaron esta teoría hacia los espacios 
compactos contables, produciendo resultados de importancia fundamental. La noción de un 
espacio compacto y un espacio localmente compacto se debe a ellos. Del libro Topología 
tomamos las siguientes definiciones [5]: 

Definición: Un espacio topológico se llama, según Fréchet, compacto si todo 
subconjunto infinito de él posee, al menos, un punto de acumulación. 

Teorema: Un espacio métrico es compacto si y sólo si, toda sucesión de puntos del 
espacio contiene una sucesión parcial convergente. 


2 Lo que no es sorprendente, ya que no puede demostrarse ni refutarse, como lo mostró 
Cohén en los años sesenta. Se demostró que es independiente de los axiomas de la teoría de 
conjuntos, en el mismo sentido en que el Quinto Postulado de Euclides es independiente de 
los otros axiomas de la geometría euclidiana. 
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Definición: Un espacio topológico se dice bicompacto, si toda cubierta de él 
contiene una cubierta finita. 

En los veranos de 1923 y 1924 Aleksandrov y Urysohn visitaron Gottingen e 
impresionaron a Emmy Noether, Courant y Hilbert con sus resultados. Los matemáticos de 
Gottingen estaban particularmente impresionados con sus resultados sobre cuándo un 
espacio topológico es metrizable. 

“Metrizable: Un espacio topológico E es metrizable si existe una distancia en E tal 
que la topología asociada a esta distancia no sea mas que la topología dada. ” 

En el verano de 1924 visitaron también a Hausdorff en Bonn y éste quedó fascinado al 
escuchar la dirección que los dos estaban tomando en la topología. Sin embargo mientras 
visitaban a Hausdorff en Bonn ([3], [4], [6]): 

Todos los días Aleksandrov y Urysohn nadaron en el Rhin - una acción que estaba 
lejos de ser segura y provocó el disgusto de Hausdorff. 

Después Aleksandrov y Urysohn visitaron a Brouwer en Holanda y París en agosto de 
1924, antes de tomar unas vacaciones en el pueblo de pescadores de Bourg de Batz en 
Bretaña. Por supuesto que los matemáticos continuaron trabajando mucho y hacían 
matemáticas mientras estaban de vacaciones. En la mañana del 17 agosto Urysohn empezó 
a escribir un nuevo artículo, pero trágicamente ése mismo día se ahogó mientras nadaba en 
el Atlántico. Aleksandrov determinó que ninguna de las ideas de su gran amigo y 
colaborador deberían perderse, así que pasó gran parte de los años de 1925 y 1926 en 
Holanda trabajando con Brouwer en la escritura del artículo de Urysohn para su 
publicación. 

La atmósfera en Gottingen había demostrado ser muy útil para Aleksandrov, 
particularmente después de la muerte de Urysohn, y pasó allí todos los veranos desde 1925 
hasta el año de 1932. Allí se hizo muy amigo de Hopf y entre los dos mantuvieron un 
seminario de Topología en Gottingen. Claro que Aleksandrov también enseñó en la 
Universidad de Moscú y desde 1924 organizó allí un seminario de topología. En Gottingen, 
Aleksandrov dictó conferencias y participó en el seminario de Emmy Noether. De hecho 
Aleksandrov siempre incluyó a Emmy Noether y Hilbert entre sus maestros, así como a 
Brouwer en Amsterdam y a Luzin y Egorov en Moscú. En 1926 trabajó con Brouwer en 
Holanda en la preparación del artículo de Urysohn para su publicación ([6]). 

Desde 1926, Aleksandrov y Hopf se hicieron grandes amigos y trabajaron juntos. Pasaron 
algún tiempo en 1926 en el sur de Francia con Neugebauer. Posteriormente, Aleksandrov y 
Hopf pasaron un año sabático en Princeton, en los Estados Unidos, de 1927 a 1928. Con 
Aleksandrov y Hopf en Princeton y con la colaboración de Lefschetz, Veblen y Alexander, 
este fue un año muy importante para el desarrollo de la topología. Durante su año en 
Princeton, Aleksandrov y Hopf planearon la escritura conjunta de tres volúmenes de 
Topología, pero el primer volumen apareció hasta 1935. Este fue el único de los tres 
volúmenes que apareció ya que la Segunda Guerra Mundial impidió la colaboración para la 
escritura de los dos volúmenes restantes. De hecho, antes de que el trabajo conjunto con 
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Hopf apareciera impreso, Aleksandrov había empezado otra amistad y colaboración 
importante. 

En 1929 inició la amistad con Kolmogorov y ellos ([3], [4], [6]): 

... viajaron mucho a lo largo del Volga, el Dniéper, y otros ríos, por el Caucaso, 
Crimea, y el sur de Francia. 

El año 1929 marca no sólo el principio de la amistad con Kolmogorov, sino también la 
designación de Aleksandrov como Profesor de Matemática en la Universidad de Moscú. En 
1935 Aleksandrov fue a Yalta con Kolmogorov, y cerca de Crimea terminó su libro de 
Topología, siendo publicado en este mismo año. El período “Komarovski” también empezó 
por ese año ([3], [4], [6]): 

Durante los últimos cuarenta años, muchos de los eventos en la historia de la 
matemática de la Universidad de Moscú se han unido con Komarovka, un pueblo 
pequeño fuera de Moscú. Aquí está la casa que desde 1935 poseían Aleksandrov y 
Kolmogorov. Muchos matemáticos famosos extranjeros también visitaron 
Komarovka - Hadamard, Fréchet, Banach, Hopf, Kuratowski, y otros. 

En los años 1938-1939 un grupo de varios matemáticos de la Universidad de Moscú, entre 
ellos Aleksandrov, se unieron al Instituto de Matemáticas Steklov de la Academia de 
Ciencias Rusa pero al mismo tiempo conservaron su posición en la Universidad. 

Aleksandrov escribió aproximadamente 300 trabajos científicos en su larga carrera. Ya en 
1924 introdujo el concepto de una cubierta localmente finita que usó como una base para su 
criterio para la métrica de espacios topológicos. 

“Cubierta : Una familia de conjuntos de un espacio topológico no vacío se llama 
cubierta de un conjunto de puntos A de R, si todo punto de A pertenece cd menos a un 
conjunto de la familia criterio para la métrica de espacios topológicos. ” 

Dió los fundamentos de la teoría de la homología en una serie de artículos fundamentales 
entre 1925 y 1929. El trabajo de Aleksandrov en homología 3 avanzó hacia su teoría 
homológica de la dimensión alrededor de 1928-30. 

Aleksandrov fue el primero en usar la frase "kernel de un homomorfismo" y alrededor de 
1940-41 descubrió los ingredientes de una sucesión exacta. 

“Kernel : Sea f un homomorfismo de un grupo G en un grupo H. La imagen recíproca 
de un elemento neutro de H bajo f, es un grupo distinguido de G, llamado kernel de f 
e indicado con la notación, Ker(f). ’’ 


o 

La homología es una manera de vincular grupos abelianos (u objetos algebraicos más 
detallados) a un espacio del topológico para obtener invariantes algebraicos. 
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“Sucesión exacta: Sea A un anillo unitario. Una sucesión exacta de A-módulos es la 
dada por una familia (E n ) nsU de A-módulos, y para todo entero racional n, por una 
aplicación lineal f, de E„ en E n+ ¡, siendo igual la imagen de f, al núcleo de f n+ ¡ 
:Im(f n ) = Ker(f n+1 ). ” 

Trabajó en la teoría de mapeos continuos de espacios topológicos. En 1954 organizó un 
seminario sobre este último tema dirigido a estudiantes de primer año en la Universidad de 
Moscú y aquí mostró uno de los aspectos de su carrera que fue de gran importancia para él, 
a saber, la educación de los estudiantes. Esto se describe en ([3], [4], [6]): 

Aleksandrov consagró literalmente toda su fuerza a la enseñanza de estos 
estudiantes y a la de aquellos que vinieron detrás de ellos. Su influencia 
sobre los jóvenes que estudiaban topología con él, no sólo fue en la 
matemática,... 

Se dieron muchos honores a Aleksandrov por su excelente contribución a la matemática. 
Fue presidente de la Sociedad Matemática de Moscú de 1932 a 64, vicepresidente del 
Congreso Internacional de Matemáticos de 1958 a 62, un miembro correspondiente de la 
Academia Soviética de Ciencias desde 1929 y un miembro de tiempo completo desde 1953. 
Muchas sociedades eligieron a Aleksandrov como miembro, entre ellas la Academia de 
Ciencias de Gottingen, la Academia Austríaca de Ciencias, la Academia Leopoldina en 
Halle, la Academia de Ciencias de Polonia, la Academia Nacional de Ciencias de los 
Estados Unidos, la Sociedad Matemática de Londres, la Sociedad Filosófica Americana, y 
la Sociedad Matemática Holandesa ([6]). 

Editó varios Revistas matemáticas, en particular la famosa revista Soviética Uspekhi 
Matematicheskikh Nauk, y recibió muchos premios soviéticos, incluso el premio Stalin en 
1943 y cinco Órdenes de Lenín. 

Hoy el Departamento de Topología General y Geometría de la Universidad Estatal de 
Moscú es el centro líder de investigación en Rusia en topología y teoría de conjuntos. 
Después de la muerte de Aleksandrov en noviembre de 1982, sus colegas del Departamento 
Superior de Topología y Geometría en la que fuera director, enviaron una solicitud al rector 
de la Universidad de Moscú, A. Logunov, proponiendo que uno de los estudiantes 
formados por Aleksandrov fuera el director del Departamento, para conservar la escuela 
científica de Aleksandrov. El 28 de diciembre de 1982 el rector emitió una circular creando 
el Departamento de Topología General y Geometría. Siendo electo Vitaly Vitalievich 
Fedorchuk como director del Departamento ([6]). 

También en memoria de las contribuciones de Aleksandrov a la topología en la Universidad 
de Moscú y su trabajo con la Sociedad Matemática de Moscú, hay un simposio anual de 
topología de Aleksandrov cada mes de mayo. 
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ANDREINIKOLAIEVICH KOLMOGOROV 

Francisco Armando Carrillo Navarro 


Andrei Nikolaievich Kolmogorov, nació el 25 de abril de 1903 en el pueblo de Tambov, 
Rusia, y murió el 20 de octubre de 1987 en Moscú. Él fue, quizás, el primer matemático 
soviético contemporáneo considerado entre los más grandes matemáticos del siglo XX. Su 
gran creatividad y sus contribuciones fundamentales fueron en una vasta variedad de 
campos de la matemática, tan grande que sería imposible tratarlos ni de manera general, 
mucho menos entrar en detalle aquí de estas contribuciones. 

Nos conformaremos con mencionar una lista no exhaustiva de áreas que enriqueció debido 
a su investigación: La teoría de las series trigonométricas, de la medida, de conjuntos, de 
integración, en lógica constructiva, topología, teoría de aproximación, de probabilidad, de 
procesos estocásticos, de información, de estadística matemática, sistemas dinámicos, teoría 
de autómatas, de algoritmos, lingüística matemática, teoría de turbulencia, mecánica 
celeste, ecuaciones diferenciales, el décimo tercer problema de Hilbert, balística, y 
aplicaciones de la matemática a la biología, geología y cristalización de metales. 

Con más de 300 artículos, libros de texto y monografías, Kolmogorov cubrió casi todas las 
áreas de las matemáticas, excepto la teoría de números. En todas esas áreas, sus 
contribuciones no fueron en temas aislados sino que expusieron tanto introducciones 
fundamentales como profundas relaciones, además de que iniciaron nuevos campos de 
investigación. 

Aparte de su trabajo tan penetrante en las matemáticas y la ciencia, Kolmogorov dedicó 
mucho de su tiempo a impulsar la enseñanza de las matemáticas a nivel de escuelas 
secundarias en la Unión Soviética y de proveer e impulsar escuelas especiales para los 
estudiantes de matemáticas dotados. Famosos son también sus esfuerzos por capturar en 
forma cuantitativa algunos aspectos de la poesía rusa, especialmente la de Pushkin. Se decía 
de él que era fascinante oirlo dar una conferencia, entendiera uno ruso o no. En 1942 casó 
con Anna Dmitriyevna Egorov, no pudiendo tener hijos propios. 

Además de su innegable reconocimiento en el ámbito científico, Kolmogorov también fue 
reconocido a nivel social. La URSS le confirió las siete órdenes de Lenin, la orden de la 
revolución de octubre y también el alto título de héroe del trabajo socialista; ganó los 
premios Lenin y los premios de estado y ocupó el primer lugar de todos los matemáticos 
soviéticos en ser elegido miembro de organizaciones académicas y científicas extranjeras, 
ya que contó con más de 20 de estas membresías, de entre las cuales se cuentan: La Real 
Academia de Ciencias de Holanda (1963), la Real Sociedad de Londres (1964), la Sociedad 
Nacional de EUA (1967), la Academia de Ciencias de París (1968), la Academia de 
Ciencias Polaca, la Academia de Ciencias de Rumania (1956), la Academia Leopoldina de 
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Ciencias de Alemania (1959), la Academia Americana de Ciencias y Artes de Boston 
(1959). 

Le distinguieron con los doctorados honorarios de las universidades de París, Berlín, 
Varsovia, Estocolmo, etc. Lo eligieron miembro honorario de la de Moscú, Londres, India, 
y de las sociedades matemáticas de Calcuta, de la Real Sociedad Estadística de Londres, del 
Instituto de Estadística Internacional y de la Sociedad Meteorológica Americana. En 1963 
le concedieron el premio internacional de Bolzano. 


LOS PRIMEROS AÑOS: 1903-1933 

Kolmogorov nació en el pueblo de Tambov, debido a que su madre Mariya Yakovlevna 
Kolmogorova había retrasado su recorrido desde Crimea. Ella murió cuando aún 
Kolmogorov era un niño y la responsabilidad de la educación de éste recayó en la hermana 
de su madre Vera Yakovlevna Kolmogorova, “una mujer independiente que llevó a cabo 
altos ideales sociales. Tales ideales los heredó a su sobrino, criándolo con sentido de 
responsabilidad, independencia de opinión e intolerancia hacia la ociosidad y hacia la mala 
realización de las tareas y con la idea de entender, no sólo de memorizar”. 

Kolmogorov trató a su tía como si fuera su madre, hasta su muerte en 1950 en Komarovka, 
a la edad de 87 años. Por parte de su madre Kolmogorov fue de linaje aristócrata, su abuelo 
Yakov Stephanovich Kolmogorov fue un jefe de distrito de los nobles de Uglich. 

Pasó sus primeros años (antes de la revolución de 1917) en el seno familiar. Los datos 
acerca de su padre son menos claros; aparentemente, el padre de Kolmogorov fue hijo de un 
clérigo y fue agrónomo con un entrenamiento altamente especializado, al que llamaban en 
ese tiempo “un agrónomo docto”. 

Kolmogorov empezó a trabajar a temprana edad (pero presumiblemente después de la 
revolución) y antes de ser estudiante en la Universidad de Moscú, trabajó algún tiempo 
como conductor de trenes. Ingresó a la Universidad en el otoño de 1920 con un 
conocimiento bastante claro de las matemáticas que obtuvo de un libro llamado “Nuevas 
ideas en matemáticas”, sin tener ningún problema en reunir los requisitos mínimos para 
pasar al segundo grado. Esto fue en el año de 1921. 

Por algún tiempo Kolmogorov estuvo tan interesado en la historia rusa como en las 
matemáticas, de ahí que realizó una investigación científica seria sobre los manuscritos de 
los siglos XV y XVI referentes a relaciones agrarias del Novgorod antiguo. En este período 
temprano de la post-revolución de Octubre, la vida matemática en Moscú era dominada por 
la “joven Luzitania” (1920-1923) y por la “post-Luzitania” (1923-1927), un apodo para la 
escuela de la teoría de funciones reales, encabezada por N.N. Luzin, legendario personaje 
logró al parecer la admiración entusiasta de sus pupilos. Entre los primeros temas 
matemáticos que tomó Kolmogorov se cuentan la teoría de conjuntos, la geometría 
descriptiva y la teoría de las funciones analíticas. En 1921-22 obtuvo su primer resultado 
matemático independiente (la existencia de la serie de Fourier-Lebesgue con coeficientes de 
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Fourier arbitraria y lentamente decrecientes) y se hizo discípulo de N.N. Luzin. Durante ese 
tiempo también se acerco a P.S. Urysohn, quien trató de interesarlo en problemas 
topológicos. Puesto que Kolmogorov había obtenido algunos resultados en la teoría 
descriptiva de funciones, este trabajo no se adaptó a los planes de Luzin y Urysohn lo puso 
en contacto con P.S. Alexandrov quien tenía interesantes investigaciones mejor 
relacionadas con este tema. Sin embargo, por ese tiempo Kolmogorov construyó una serie 
de Fourier divergente dondequiera, un resultado que atrajo la atención internacional y lo 
llevó de nuevo al lado de Luzin. Por esta razón los contactos de Kolmogorv con 
Alexandrov estuvieron muy limitados en ese tiempo. Kolmogorov se interesó también en 
Lógica Matemática y en 1925 publicó un artículo en la revista Mathematicheskii Sbomik 
sobre la ley de exclusión media, el cual fue una fuente continua de trabajos posteriores en 
lógica matemática. Esta fue la primera publicación Soviética sobre lógica matemática que 
contenía resultados novedosos (muy substanciosos) y la primera investigación sistemática 
en el mundo de la lógica intuitiva. Kolmogorov se anticipó a una larga y amplia 
formalización del razonamiento intuitivo de A. Heyting, e hizo una correlación más 
definida entre la matemática clásica y la intuitiva. Kolmogorov definió una operación por 
“incrustación” de una teoría lógica en otra. Usando esta -históricamente la primera de tales 
operaciones, ahora llamada “operación Kolmogorv”- incrustación de la lógica clásica en la 
lógica intuitiva, probó que la aplicación de la ley de exclusión media por sí misma no lleva 
a una contradicción. En 1932, Kolmogorov publicó un segundo artículo sobre lógica 
intuitiva, en el cual por primera vez se propuso una semántica (para esta lógica) libre de 
fines y aspiraciones filosóficas e intuitivas. Este artículo hizo posible tratar a la lógica 
intuitiva como lógica constructiva. 

El interés de Kolmogorov por la Teoría de la Probabilidad empezó en 1924. Su primer paso 
en esta área fue realizado conjuntamente con A.Y. Khinchin. En 1928, Kolmogorov tuvo 
éxito al encontrar condiciones necesarias y suficientes para que la ley fuerte de los grandes 
números se sostuviera y probó la ley de la iteración logarítmica para sumas de variables 
aleatorias independientes, bajo condiciones muy generales en los sumandos. En “Una teoría 
general de la medida y el cálculo de probabilidades” (1929) propone un primer borrador 
sobre un sistema de axiomas para la teoría de la probabilidad, basado sobre la teoría de la 
medida y la teoría de funciones de variable real. Tal teoría primero había sido sugerida por 
E. Borel en 1909, fue desarrollada más a fondo por Lomnicki en 1923, y recibió su forma 
final tan acertada con el tratamiento clásico de Kolmogorov, de 1933. El pequeño libro 
llamado “Fundamentos del cálculo de probabilidades”, publicado en alemán en 1933, 
inmediatamente se convirtió en la formulación definitiva del tema. Esto determinó no 
solamente un nuevo estado en el desarrollo de la teoría de la probabilidad como una rama 
de las matemáticas, sino también aportó las bases necesarias para la creación de la teoría de 
procesos aleatorios -el tema de su artículo de 1931-. Es aquí donde primeramente fueron 
formulados los teoremas básicos en distribuiciones infinito-dimensionales, ahora los 
fundamentos lógicos para la construcción rigurosa de la teoría de funciones aleatorias y las 
sucesiones de variables aleatorias. Las ideas involucradas permanecen en el corazón de la 
teoría moderna de los procesos aleatorios; forman los conceptos esenciales en cada idea de 
la teoría de control y juegan un papel vital en la síntesis posterior de Kolmogorov de la 
teoría de información y la teoría ergódica. Muchas de las contribuciones de Kolmogorov en 
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teoría de la probabilidad y estadística, lo hicieron merecedor del reconocimiento como el 
mejor representante de esta disciplina. 

En 1931 apareció el artículo de Kolmogorov “Métodos analíticos en la teoría de la 
probabilidad”, en el cual puso los fundamentos para la teoría moderna de los procesos de 
Markov. De acuerdo a Gnedenko: “En la historia de la teoría de la probabilidad es difícil 
encontrar otros trabajos que hayan cambiado los puntos de vista establecidos y las 
tendencias básicas en la investigación de manera tan decidida. En realidad, este trabajo 
podría considerarse como el principio de una nueva etapa en el desarrollo de la teoría 
global”. 

La teoría tenía algunos precursores: A. A. Markov, Poincaré y Bashelier, Fokker, Planck, 
Snolukhovski y Chapman. Sus ecuaciones particulares para problemas individuales en 
física, obtenidas informalmente, siguieron como casos especiales en la teoría de 
Kolmogorov. Una larga serie de publicaciones subsecuentes siguió por parte de 
Kolmogorov y sus seguidores, de entre los cuales una artículo de Kolmogorov trata un 
problema básico de estadística matemática donde introduce su famoso criterio (prueba de 
Kolmogorov) usando la función de distribución empírica de variables aleatorias observadas 
para probar la validez de una hipótesis sobre su distribución verdadera. En general las ideas 
de Kolmogorov sobre probabilidad y estadística han conducido a numerosos progresos 
teóricos y a numerosas aplicaciones en las ciencias físicas actuales. 

Después de su graduación en 1925, Kolmogorov alargó su estancia en la universidad por 
cuatro años más como estudiante en investigación, pero finalmente en 1928-1929 por el 
control estricto en el número de años que un estudiante tiene en investigación lo forzaron a 
terminar. Un número sin precedente de 70 estudiantes acabó en 1929, incluyendo a 
Kolmogorov. Esto suscitó el problema de dónde continuar su investigación. Aleksandrov 
fue el instrumento que aseguró a Kolmogorov la única vacante disponible en 1929 contra la 
pesada competencia en el Instituto de Matemáticas y Mecánica de la Universidad de Moscú. 


JUVENTUD: 1929-1940 

A partir de 1930-1940 Kolmogorov publicó más de sesenta artículos en teoría de la 
probabilidad, geometría descriptiva, estadística matemática, teoría de funciones de variable 
real, topología, lógica matemática, biología matemática, filosofía e historia de las 
matemáticas. En 1931 Kolmogorov se convirtió en profesor de la Universidad de Moscú y 
desde 1937 mantuvo el puesto en la teoría de la probabilidad. Desde ese tiempo data la 
larga amistad entre él y Aleksandrov (57 años). 

En 1930-1931 Kolmogorov y Aleksandrov estuvieron principalmente en el extranjero. El 
año de 1930 lo pasaron ambos en Gottingen. Aquí Kolmogorov tuvo contactos con R. 
Courant sobre los teoremas de límites, con H. Weyl en lógica intuitiva y con E. Landau en 
teoría de funciones. En el verano Kolmogorov y Aleksandrov visitaron a Carathéodory en 
Munich (teoría de la medida) y fueron invitados a permanecer con Fréchet en el 
mediterráneo (para trabajar en teoría de probabilidad en el caso de Kolmogorov). El viaje 
allí implicó el ir de excursión a través de Baviera, permaneciendo con Fréchet por alrededor 
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de un mes, visitando la tumba de P.S. Urysohn en Normandía, y continuó hacia París. 
Aleksandrov abandonó París hacia finales de septiembre, vía Gottingen, y Kolmogorv 
permaneció hasta diciembre y tuvo reuniones con Borel y P. Lévy, especialmente con este 
último. Mientras Kolmogorov regresó a Gottingen, Aleksandrov pasó la primavera de 1931 
en Estados Unidos. Como otro punto de referencia de este período, se mencionó 
frecuentemente el artículo “Matemáticas” para la segunda edición de la Gran Enciclopedia 
Soviética. Otra área que estudió en ese entonces fue la Topología, simultáneamente con el 
topólogo norteamericano J.W. Alexander e independientemente de él, Kolmogorov 
descubrió la noción de cohomología y fundó la teoría de las operaciones cohomológicas. El 
trabajo de Kolmogorov y su escuela determinaron de manera considerable sobre las 
profundas conexiones entre la topología, la teoría de las ecuaciones diferenciales ordinarias, 
la mecánica celeste y la teoría de sistemas dinámicos, en su estado actual. 

Al final de los 30, la atención de Kolmogorov fue dirigida hacia la mecánica de la 
turbulencia. En las manos de Kolmogorov y su escuela, la teoría de la turbulencia obtuvo 
una forma matemática precisa como una aplicación de la teoría de la medida en espacios 
funcionales. Con gran intuición física, en dos cortos artículos en 1941, Kolmogorov postuló 
en formas matemáticas concisas, ideas sobre la estructura de los fluidos y gases 
componentes del movimiento de la turbulencia a pequeña escala, latentes en el trabajo 
anterior de G.I. Taylor. Esas hipótesis implican muchos resultados cualitativos que son 
ampliamente aplicables, como por ejemplo dentro de la turbulencia que ocurre en la estela 
de un avión. Algunas de las relaciones cuantitativas surgen como nuevas leyes de la 
naturaleza -como la ley de Kolmogorov de “2/3” que dice: en cada desarrollo de flujo 
turbulento el promedio de las diferencias cuadradas de las velocidades en dos puntos es 
proporcional a la potencia 2/3 de la distancia entre ellos (si esta distancia no es demasiado 
pequeña o no es demasiado grande)-. Kolmogorov hizo también predicciones cuantitativas 
sobre la base de sus teorías, que posteriormente fueron confirmadas experimentalmente, por 
ejemplo la estructura estratificada del océano, un efecto conocido como “pancakes”. Las 
contribuciones de Kolmogorov en 1941 a la teoría de la turbulencia son quizá las más 
importantes en la larga historia inacabada de esta teoría. 


AÑOS INTERMEDIOS: 1940-1960 

Kolmogorov se interesó en cada rama de la ciencia, y sus alumnos escribieron acerca del 
crecimiento cristalino, acerca de la geometría de la interacción de las plantas, también hizo 
contribuciones significativas al proceso “nacimiento y muerte” y a la genética. Uno de esos 
artículos lo llevó a una confrontación con Lysenko. En una postura valerosa para enfatizar 
la verdad científica, en un artículo publicado en 1940 en la sección “Genética” de Dokl. 
Akad. Nauk. URSS, Kolmogorov mostró que el material recolectado por los seguidores del 
académico Lysenko recomendado de Stalin, apoyaba las leyes de Mendel, contrario a la 
opinión general. Otro trabajo conjunto (con Piskunov y Petrovsky) trataba la tasa de avance 
de un gen ventajoso en un medio ambiente lineal, (un tema estudiado de manera 
independiente por R.A. Fisher, para quien Kolmogorov tenía un alto respeto). Este fue 
adaptado después para describir la propagación de epidemias, de rumores y de 
innovaciones. 
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La teoría de suavizamiento y predicción de series de tiempo estacionarias es asociada 
usualmente al nombre de Norbert Wiener pero en realidad ésta fue desarrollada 
simultáneamente por Wiener y Kolmogorov durante la segunda guerra mundial. 

En el período de la post-guerra, Kolmogorov regresó su atención a la turbulencia e hizo 
pequeñas mejoras a las leyes descubiertas anteriormente por él, verificándolas también de 
manera experimental. Temas en el vasto rango de la mecánica clásica, teoría ergódica, 
teoría de funciones, teoría de la información y la teoría de los algoritmos pertenecen a este 
período. Se las ingenió para encontrar conexiones entre campos totalmente desconectados y 
publicó un pequeño número de artículos, pero bastante fundamentales en cada uno de los 
temas. En su trabajo de sistemas dinámicos uno puede distinguir dos períodos, en 1953- 
1954 hizo una contribución seminal al problema fundamental de la mecánica clásica 
identificado 50 años antes por H. Poincaré en su estudio del movimiento de los planetas 
alrededor del sol. El problema con un planeta nos lleva a un problema integrable 
perfectamente conocido, pero el tomar en cuenta la interacción gravitacional entre los 
planetas produce profundos cambios cualitativos relacionados con el hecho de que ahora las 
ecuaciones son “no integrables”. Al atacar este problema Kolmogorov, su gran logro fue 
desarrollar una teoría de sistemas hamiltonianos bajo pequeñas perturbaciones la cual tiene 
varias aplicaciones prácticas, entre otras en el estudio de campos magnéticos y la física del 
plasma. Este trabajo también avanzó con las mejoras hechas por Amold, alumno de 
Kolmogorov, y por Moser, y es ahora conocido como el estudio de los “toros-KAM”. 
Estudios computacionales subsecuentes confirman apropiadamente que las intervenciones 
de Kolmogorov abrieron el enorme y fructífero campo del “caos” en sistemas dinámicos, el 
cual tiene gran atracción en la actualidad. Estos estudios condujeron también para mejorar 
el pronóstico del clima. 

En esta época empezó a trabajar también en la teoría de los autómatas y la teoría de 
algoritmos junto con su alumno Uspenskii formuló la importante noción de “la máquina de 
Kolmogorov-Uspenskii”, utilizó también la herramienta ascendente que venía de la 
cibernética (teoría de cómputo) contra el antagonismo inicial en contra de ésta en la URSS. 
Muchos informáticos de la URSS fueron alumnos de Kolmogorov, o alumnos de los 
alumnos de él. 

El segundo período de 1955-1959 consistió en aplicaciones de la teoría de la información a 
la teoría ergódica de sistemas dinámicos. Introdujo una idea fructífera de características 
informativas (entropía) en el estudio de espacios métricos y de sistemas dinámicos. Junto 
con Arnold, Kolmogorov situó el décimo tercer problema de Hilbert, refutando el resultado 
conjeturado, mostrando que una función continua en cualquier número de variables se 
puede representar como la composición de funciones continuas de una sola variable y su 
suma. La idea de introducir características entrópicas en la teoría de sistemas dinámicos 
abrió una enorme área nueva. Otro importante concepto fue que un sistema cuasi-regular 
(ahora llamado sistema Kolmogorov) juega un papel muy importante en el análisis clásico 
de los sistemas dinámicos con fuertes propiedades estocásticas, como en física, biología y 
química. En los años 1958-1959 Kolmogorov aplicó la teoría ergódica al fenómeno de 
turbulencia, el cual tuvo una gran influencia en trabajos posteriores. 
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Mientras que en años anteriores Kolmogorov utilizó conceptos de la teoría de la 
información en las matemáticas, retorna a ella reconstruyéndola usando teoría de 
algoritmos, incidentalmente cierra el círculo de sus investigaciones dando los fundamentos 
lógico-algorítmicos a la teoría de la probabilidad. 

La teoría de información algorítmica o “teoría Kolmogorov de complejidad”, originada con 
el descubrimiento de descripciones universales de objetos finitos y un acercamiento 
recurrentemente invariante a los conceptos de la complejidad de la descripción de la 
aleatoriedad y de la probabilidad a priori. Históricamente está arraigada en la noción de 
sucesiones aleatorias infinitas de R. Von Mises (Kollectivs) propuesta desde 1919 en 
adelante como fundamento para la teoría de la probabilidad en el espíritu de una teoría 
física (de acuerdo al programa bosquejado en el sexto problema de D. Hilbert), usando la 
interpretación de frecuencia en probabilidad. En 1940 A. Church propuso una versión 
algorítmica de las sucesiones aleatorias de von Mises, pero los resultados no eran 
satisfactorios todavía. 

En 1933, en una libreta Kolmogorov ejecutó en cierto sentido la sugerencia de Hilbert en su 
sexto problema: “para tratar (de manera semejante a la geometría) por medio de axiomas las 
ciencias físicas donde las matemáticas tienen parte muy importante; en primera fila está la 
probabilidad”, Kolmogorov observa en 1963: “esta teoría [aproximación teórica axiomática 
de Kolmogorov en 1933] fue tan acertada que el problema de encontrar las bases de las 
aplicaciones reales de los resultados de la teoría matemática de la probabilidad llegó a ser 
algo secundario para muchos investigadores... [sin embargo] las bases para la aplicabilidad 
de los resultados de la teoría matemática de la probabilidad para fenómenos reales 
‘aleatorios’ dependía en alguna forma del concepto de frecuencia en probabilidad, cuya 
ineludible naturaleza fue establecida por von Mises de una manera enérgica”. 

Sin embargo, von Mises basó su aproximación en sucesiones aleatorias infinitas 
axiomáticamente postuladas, representando ensayos independientes repetidos con una 
frecuencia limitada. A esto, Kolmogorov objetó: “El concepto de frecuencia basado sobre la 
noción de frecuencia limitada como el número de ensayos creciente al infinito no 
contribuye en nada para justificar o respaldar la aplicación de los resultados de la teoría de 
la probabilidad a problemas prácticos reales donde siempre tenemos convenido un número 
finito de ensayos”. 

Después de una larga controversia de cuatro décadas en la pretendida noción de von Mises 
de una sucesión aleatoria infinita, en un artículo en 1925 Kolmogorov usa la teoría de 
algoritmos para describir la complejidad de un objeto finito como la longitud de la 
descripción más corta (algoritmo para reconstruirla). Esto hace parecer que la definición 
depende del método algorítmico usado. Sin embargo, esto nos devuelve a que existen 
métodos óptimos y universales para los cuales las complejidades de los objetos descritos 
son asintóticamente óptimos. Aunque hay muchos métodos óptimos, las complejidades 
correspondientes difieren por no más de una constante aditiva. Es natural llamar un objeto 
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aleatorio finito si éste no tiene una descripción de complejidad menor a la que tiene por si 
mismo. Esto es tentador para definir una sucesión aleatoria infinita como una cuyo 
crecimiento de complejidad es suficientemente rápido si los segmentos iniciales tienen 
longitud apropiada, esto relaciona las primeras aproximaciones de von Mises. Debido a las 
inevitables oscilaciones de la complejidad de prefijos como función de su longitud es que 
esto no se resolvió. Sin embargo, un matemático Sueco, P. Martín-Loef, que visitó a 
Kolmogorov en Moscú en 1964-1965 pudo mostrar que bajo definiciones axiomáticas 
apropiadas de aleatoriedad, uno puede probar de una vez por todas que las sucesiones así 
definidas satisfacen todas las pruebas efectivas para aleatoriedad y tienen una medida en el 
conjunto de tales sucesiones infinitas. Esta rigurosidad definió una clase apropiada 
intuitivamente satisfactoria también para calificar como Kollektivs de von Mises. Después 
fue mostrado por L.A. Levin, P. Gacs y G.J. Chaitin que uno puede refinar la noción de 
complejidad definiéndola en relación a un conjunto de descripciones admisibles. Si las 
descripciones admisibles son restringidas de tal manera que no haya una descripción de un 
prefijo apropiado de cualquier otra descripción, entonces una sucesión infinita es Martín-L 
aleatoria si y sólo si cada una de estas sucesiones iniciales finitas tienen una complejidad 
igual a su longitud (hasta una constante fija). 

Con el advenimiento de computadoras electrónicas en los años 50, un nuevo énfasis en 
algoritmos computacionales y una teoría general de funciones recursivas madura; ideas 
equivalentes a la complejidad de Kolomogorov vinieron a las mentes de mucha gente, 
porque “cuando el tiempo es adecuado para ciertas cosas, esas cosas aparecen en diferentes 
lugares como las violetas al principio de la primavera” es la frase de Wolfang Bolyai en 
otro contexto famoso. Entonces R. Solomonoff en Cambridge, Massachussets, formuló las 
mismas ideas en 1960 y publicó su trabajo verdaderamente innovador sobre el tema en 
1964, en “Información y Control”. De acuerdo a Solomonoff, su trabajo obtuvo más 
atención después que Kolmogorov empezó a citarlo a partir de 1968, aunque si bien la 
atribución “complejidad Kolmogorov” parece ser presuntuosa, Kolmogorov dijo: “Yo 
llegué a conclusiones similares antes de enterarme del trabajo de Solomonoff, en 1963- 
1964”. Aun un tercer inventor independiente entró en escena poco después, Gregory 
Chaitin, quien se graduó a los 18 años en Nueva York cuando sometió un conjunto de 
invenciones muy similares para su publicación final en 1965 en “J. Assoc. Comp. Mach.” 
(Publicados en 1966 y 1969, el último artículo contenía la definición de complejidad 
Kolmogorov y resultados de ésta, mientras que en 1966 aparecieron artículos más extensos 
de C.E. Shannon acerca de su noción de medida no invariante para la complejidad de las 
máquinas de Turing). Chaitin dijo: “Esta definición (de complejidad Kolmogorov) fue 
propuesta de manera independiente alrededor de 1965 por Kolmogorov y Yo... ninguno de 
los dos tuvimos conocimiento en relación a lo hecho por Ray Solomonoff en 1960”. 

Uno de los últimos artículos de Kolmogorov fue sobre el tema de teoría de información 
algorítmica -un artículo publicado en 1987 junto con Uspenskii. 


COMO PROFESOR 
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Las actividades pedagógicas de Kolmogorov comienzan en 1922, cuando es profesor en una 
escuela experimental modelo, del Comisariado para la Educación de la Población. Ahí 
enseñó hasta 1925. De 1925 a 1929 fue instructor en la Universidad. Trasmitir 
conocimientos e ideas científicas fue muy importante para Kolmogorov, su rango de interés 
en esta actividad abarcó desde los primeros niveles de educación hasta el nivel superior y 
ocupó mucho de su tiempo. Tomó parte activa en Olimpíadas escolares y dio pláticas a 
niños en educación primaria. En ese entonces escribió en su libreta sobre el tema: 
“Matemáticas como una profesión”, la cual circuló en decenas de miles de copias. Puso 
especial énfasis en la selección de jóvenes dotados matemáticamente, aunque entrenaba 
matemáticamente al resto en sus carreras posteriores. De acuerdo a Kolmogorov, la mitad 
de sus estudiantes tenían alrededor de 14-15 años y éstos tomaban la conclusión de que las 
matemáticas y la física serían poco usadas por ellos. Por este hecho siguió un programa 
simplificado especialmente para estos estudiantes. "Los principios mecánicamente 
entendidos en las escuelas que proporcionaban la educación general, que excluye escuelas 
con un estudio más detallado de temas individuales, han sobrevivido. Como las 
aplicaciones matemáticas han sido destruidas ya por la creación de las escuelas que daban el 
entrenamiento especial a los operadores computacionales y a los informáticos". Y: "a la 
edad entre 14-16 años todo cambia. En esta edad el interés en las matemáticas llega a ser 
generalmente evidente, rápidamente y sin dolor conduce al estudiante al trabajo 
concentrado y entonces al trabajo de investigación verdadero del científico joven (entre 18- 
20 años). ... Para los principiantes, la gente joven que entra a por primera vez a la ciencia, 
es importante que sean convencidos cuanto antes de que son capaces de hacer algo original 
por ellos mismos. Al ofrecer un tema para la investigación a un graduado o a un estudiante 
de investigación, este trabajo sobre el tema que sea deberá estimular el desarrollo del joven 
científico, y debe estar dentro de su capacidad de realizarlo, y al mismo tiempo demandar el 
esfuerzo máximo del cual sea capaz". La habilidad para ofrecer al estudiante exactamente lo 
que es más importante y maduro en el desarrollo de la ciencia, y evitar perseguir punto 
finales, y que sea al mismo tiempo poderoso y que el estudiante lo pueda llevar a cabo, era 
muy característico en Kolmogorov. El número de estudiantes de investigación de 
Kolmogorov que obtuvieron su doctorado excede de sesenta. 

Fue un instrumento substancial en la transformación (en la Unión Soviética) del verdadero 
carácter de la Universidad en la educación matemática, en el detalle de la organización del 
trabajo práctico en matemáticas, y la puesta al día del contenido de las matemáticas. 
También se dio a la búsqueda incansable de un nuevo contenido de las matemáticas en 
escuelas secundarias, la fundación de los colegios de internados matemáticos, dio ciclos de 
conferencias para los profesores en la estructura de las matemáticas modernas. Finalmente, 
creó a un autor colectivo y participó por sí mismo en la escritura de libros de textos en 
geometría, álgebra y análisis para los sextos a décimos grados. En el colegio matemático de 
intemos No. 18 en la Universidad de Moscú, conocida como la " escuela de Kolmogorov ", 
dio clases hasta 26 horas a la semana, y escribió el contenido de los programas de los 
cursos. También dio conferencias a los estudiantes en música, arte y literatura. Sentía que el 
desarrollo intelectual debe ser uniformemente balanceado. Los estudiantes anteriores a esta 
escuela fueron muy capaces y tomaron sistemáticamente el primer lugar en toda la Unión 
Soviética y en olimpíadas matemáticas internacionales. En 1964 Kolmogorov se convirtió 
en jefe de la sección matemática de un comité común del programa de la Academia de 
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Ciencias de la URSS y de la de Ciencias Pedagógicas. Kolmogorov también ordenó un 
laboratorio estadístico en la Universidad de Moscú, y tuvo éxito en el aumento y 
florecimiento de la biblioteca, obteniendo grandes fondos; también en la literatura 
internacional con el uso parcial del dinero que él recibió como parte del premio 
internacional de Bolzano. En 1972, por iniciativa de Kolmogorov, se inició por primera vez 
un curso obligatorio en lógica matemática en el Departamento de Matemáticas y de 
Mecánica en la Universidad Estatal de Moscú. El escribió el programa (que todavía fue 
seguido en 1983) y fue el primero en enseñarlo. 

Según V.I. Amold, " Kolmogorov nunca explicó nada sin motivo, siempre planteaba 
problemas justos previamente preparados, es decir, no los inventaba a la ligera. Él dio al 
estudiante independencia completa y nunca forzaba para hacer cualquier cosa, siempre 
esperando del estudiante algo notable. Él no intervenía en el trabajo de los otros profesores 
y tenía un respeto completo por la personalidad del estudiante. Recuerdo solamente un caso 
donde él interfirió con mi trabajo: en 1959 me preguntó si estaba de acuerdo en omitir del 
artículo sobre áreas del círculo auto-mapeadas la sección de aplicaciones a los latidos del 
corazón, que fue publicada por L. Glass 25 años más tarde, para concentrar mis esfuerzos 
en las aplicaciones mecánico-celestes de la misma teoría ". 

L.S. Pontryagin relata: " Kolmogorov me dio una tarea interesante...: para estudiar (en 
algunos problemas) campos algebraicos localmente compactos en los cuales la 
multiplicación no es necesariamente conmutativa... Señalé una semana más tarde a 
Aleksandrov que lo había solucionado en el caso de campos conmutativos. Con una duda 
irónica, Kolmogorov dijo: "bien ahora, Lev Semenovich, le oigo haber solucionado ya mi 
problema, oigámosle". Kolmogorov declaró que mi primera declaración era falsa, pero lo 
refuté inmediatamente. Entonces él dijo: " sí, parece que el problema resultó ser mucho más 
fácil de lo que yo supuse ". Nada del resto de mi respuesta despertó duda. Para el caso del 
campo no conmutativo, el problema era bastante más difícil. Me tomó un año entero 
trabajarlo". También se dice que Kolmogorov era uno de los pocos matemáticos no- 
políticos en la Unión Soviética con verdadero poder. Por esto pudo ayudar reservadamente 
a la gente talentosa con visiones que no necesariamente seguían la moda del pensamiento. 

Los estudiantes de Kolmogorov incluidos en estos años son: Millionshchikov (vice 
presidente posterior de la Academia de Ciencias de la URSS), Mal'tsev, Nikol'skii, 
Gnedenko, Gel'fand, Bavli y Verchenko. Los temas se extendieron a la geofísica teórica, 
lógica matemática, análisis funcional, teoría de las probabilidades, teoría de funciones. 
Durante y después de la guerra: Shilov, Fage, Sevast'yanov, Sirazhdinov, Pinsker, 
Prikhorov, Barenblatt, Bol'shev, Dobrushin, Medvedev, Mikhalevich, Uspenskii, Borovkov, 
Zoloaterv, Alekseev, Belyaev, Mehhalkin, Epokhin, Rozanov, Sinaí, Tikhomirov, Shiryaev, 
Amol'd, Bassalygo, y Ofman. También posteriormente Prokhorov, L.A. Levin, Kozlov, 
Zhurbenko, Abranov, y Bulinskii. Entre sus alumnos se incluye a un número de 
matemáticos extranjeros bien conocidos, entre quienes se cuenta el Sueco P. Martin-L.; 
estudiantes que se hicieron miembros de la Academia de Ciencias de la URSS como: A.I. 
Mal'tsev (álgebra, lógica matemática), S.M. Nikol'skii (teoría de funciones), A.M. Obukhov 
(física de la atmósfera), I.M. Gel'fand (análisis funcional), Yu V. Prokhorov (teoría de las 
probabilidades), L.N. Bol'shev (estadística matemática), A.A. Borovokov (teoría de las 
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probabilidades, estadística matemática), A.S. Monin (oceanología), y V.I. Arnol'd. De la 
academia ucraniana de ciencias: B.V. Gnedenko (teoría de las probabilidades, historia de 
las matemáticas), V.M. Mikhalevich (cibernética), etc. 


CARRERA CIENTÍFICA 

Kolmogorov entró en la universidad de Moscú en 1920, se graduó en 1925, y consiguió su 
(equivalente de) Ph.D. en 1929, cuando también consiguió una posición en la facultad. En 
1931 Kolmogorov comenzó como profesor en la Universidad de Moscú, y a partir de 1933- 
1939 fue director del instituto de investigación científica de las matemáticas en la 
Universidad Estatal de Moscú. Al parecer, estuvo implicado con la investigación científica 
de todos los estudiantes graduados en el instituto, no solamente de la suya propia. La 
mayoría de ellos mencionan las inolvidables excursiones a pie de los domingos en que 
Kolmogorov invitaba a todos sus estudiantes (los graduados y los no graduados) así como a 
estudiantes de otros profesores. Estas caminatas de 40 kilómetros en el ambiente de 
Bolshevo, Klyaz'm y posteriormente Komarovka, se recuerdan como experiencias que 
estimulaban la intelectualidad y la cultura; terminaban estas caminatas cuando él y 
Aleksandrov invitaban a la compañía entera a la cena en su dacha. En 1939 Kolmogorov 
fue elegido como académico de la Academia de Ciencias de toda la Unión Soviética y como 
secretario de la academia de la sección de Física-Matemática. También hizo un enorme 
trabajo como jefe del comité de redacción de las matemáticas de la casa editorial de la 
literatura no nativa y como editor de la sección de las matemáticas de la gran enciclopedia 
soviética. Durante la segunda guerra mundial Kolmogorov se comprometió al esfuerzo de la 
guerra solucionando problemas en balística y comenzó la investigación sobre problemas del 
control de calidad de la producción industrial total. A partir la 1964 a 1966, y a partir de 
1976 hasta por lo menos 1983, Kolmogorov fue el presidente de la Sociedad Matemática de 
Moscú; de 1946 a 1954 y a partir de 1983 fue el redactor en jefe de matemáticas de Uspekhi 
Math. Nauk. En la Universidad de Moscú, Kolmogorov sostuvo de 1938 a 1966 la cátedra 
de la teoría de las probabilidades. A partir de 1966 y hasta 1976 fue jefe del laboratorio 
interdepartamental de métodos estadísticos, y de 1976 a 1980 sostuvo la clase de estadística 
matemática, que él organizó. A partir del año 1980 Kolmogorov también sostuvo la clase de 
lógica matemática. De 1951 a 1953 fue director del Instituto de Matemáticas y Mecánica 
de la Universidad de Moscú; de 1954 a 1956 y de 1978 hasta por lo menos 1983 fue jefe de 
la sección de matemáticas de la facultad de mecánica y matemáticas. A partir de 1954 a 
1958 fue decano de la facultad de mecánica y matemáticas de la Universidad. 
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PRESENTACIÓN 


Que la realidad es compleja es un hecho que comprobamos 
cotidianamente, para ello basta con leer la crónica de un suceso en periódicos 
distintos, o escuchar a varias personas por separado narrar un acontecimiento. 
Incluso uno mismo modifica su propia versión de las cosas conforme va 
adquiriendo mayor información sobre ellas. Esto, en lugar de desanimar, se 
convierte en un incentivo para la persona que desea conocer, pues hace la 
investigación más interesante. 

Si esto ocurre con acontecimientos contemporáneos, cuánto más difícil 
resulta llegar a la verdad de hechos que ocurrieron hace cientos o miles de años. 
Sin embargo, el trabajo sistemático de muchos miles de estudiosos, a lo largo de 
incontables generaciones, hacen posible que podamos acercarnos a la 
multifacética verdad histórica; pero así como pensamos en la excelencia 
académica como un rumbo, una dirección a seguir y no un sitio que se alcanza, 
también es posible aproximarse sucesivamente a la verdad histórica, aún con la 
certeza de que jamás lograremos poseerla totalmente. 

La 3-Cístoria de Cas Matemáticas conjunta la riqueza de la Historia y la 
riqueza de las Matemáticas; por lo tanto, no resulta ocioso presentar temas que se 
traslapen, como el amable lector encontrará en este número, el primero del 
volumen segundo, de estos Mpuntes de J-Cístoría de Cas Matemáticas, que 
ponemos a su consideración. Presentamos aquí cuatro artículos, dos de ellos 
relacionados con la Historia del Cálculo y los otros dos referentes a la Historia del 
Álgebra. 

En el primer artículo, el maestro Francisco Armando Carrillo Navarro nos 
presenta un resumen de la historia del Álgebra en la India, desde los primeros 
tratados que surgieron con motivos aparentemente religiosos, con reglas para 
realizar mediciones, hasta las aportaciones de Bashkara, en el siglo XII, pasando 
por los matemáticos más conocidos y la invención del sistema de numeración 
decimal. 

Nuestro segundo artículo fue escrito por el maestro Oscar Mario Rodríguez 
Sánchez y habla sobre algunas de las aportaciones de los miembros más 
distinguidos de la familia Bernoulli: Jacques, Jean y Daniel. Sin duda que 
siempre será un tema interesante la historia de la familia que más aportaciones ha 
hecho a las matemáticas y a las ciencias en general, a través de varias 
generaciones que abarcaron alrededor de dos siglos. 

El tercer artículo trata también sobre la historia del cálculo; en él, el maestro 
Eduardo Tellechea Armenia comenta algunas de las aportaciones del matemático 
más prolífico de todos los tiempos: Leonhard Euler. Hace especial énfasis en sus 
métodos para la suma de series infinitas contenidos en su primer gran tratado: 



Introducción al Análisis de los Infinitésimos, y en sus contribuciones a la notación 
matemática. 

| El último artículo de este número constituye la segunda parte, de un total de 
tres, de una breve Historia del Álgebra, para explicar El Desarrollo del Álgebra 
Moderna que se propuso escribir el maestro Guillermo Dávila Rascón. En la 
primera parte se abordó la historia del álgebra en la antigüedad, incluyendo 
Mesopotamia, Egipto, Grecia, el mundo helenístico y un poco del imperio islámico. 
Es esta ocasión se incluye el álgebra en la India, se abunda sobre la aportación 
arábiga, se analiza la transferencia del conocimiento árabe a Europa, el 
nacimiento de la matemática europea y la solución de ecuaciones por medio de 
radicales lograda por los matemáticos italianos del siglo XVI; este último, un tema 
muy rico en anécdotas. 


No dudamos que disfrutarán la lectura de estos artículos. 

Hermosillo, Sonora, México; a 30 de junio del 2003. 


EL EDITOR 


Marco Antonio Valencia Arvizu 



J Ayuntes de J-Cístoría de Cas Matemáticas 


No. 1. Vol. 2, ENERO 2003 


ÁLGEBRA INDIA 


Francisco Armando Carrillo Navarro 


INTRODUCCIÓN 

El estudiar la aportación matemática que hicieron los hindúes de la antigüedad, uno 
sospecha que se ha perdido información muy valiosa, ya que se conoce muy poco de lo que 
produjeron debido en parte al material que usaban para sus escritos, al parecer una especie 
de papel poco durable; la sospecha de esta pérdida se debe a que sus aportaciones 
matemáticas se encuentran registradas en períodos muy aislados, es decir, hay decenas y 
hasta centenas de años de un escrito a otro, de lo que resulta una falta de continuidad en su 
estudio. Sin embargo, han sobrevivido algunos documentos que nos dan una idea del 
avance que se tenía en la India en aquellos tiempos, es sobre estos escasos documentos de 
que comentaremos aquí, principalmente sobre los que tratan del álgebra. Por otro lado, la 
obra matemática en India muestra, en algunos aspectos, una falta de motivación y 
justificación en el sentido de que al realizar sus escritos nunca se preocuparon realmente 
por el rigor matemático, ni daban una ilustración del por qué se creó o se llegó a tal o cual 
resultado. 

Las matemáticas aquí descritas se desarrollaron en el valle del Indo; las primeras 
civilizaciones de la India fueron identificadas en 1921 en Harappa, en el Punjab, y un año 
después en Mohenjo-daro, cerca del río Indo, en el Sindh. Ambos lugares se encuentran 
ahora en Pakistán, pero por sus características e influencia, los descubrimientos hechos en 
ellos son considerados como parte de la cultura de la India. 


LOS PERSONAJES 

Existe una buena cantidad de matemáticos hindúes, pero cuatro de ellos son los más 

sobresalientes y conocidos hasta la fecha; sus nombres son: 

ARYABHATA: Cuya obra Aryabhatiyam (499 d.C.) incluye problemas sobre series, 
permutaciones y ecuaciones lineales y cuadráticas. 

BRAHMAGUPTA: Su Brahmasiddhdnta (628 d.C.) contiene una regla satisfactoria para 
resolver ecuaciones cuadráticas y problemas que incluyen temas tratados 
por Aryabhata. 

MAHAYIRA: Su Ganita-Sdra Sangraba (850 d.C.) contiene un largo número de 
problemas que involucran series, radicales y ecuaciones. 
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BHASKARA: Su Bija Ganita (1150 d.C.) contiene nueve capítulos y extiende su trabajo a 
través de las ecuaciones cuadráticas. 


ÁLGEBRA: ¿LAS OTRAS MATEMÁTICAS? 

En la India, alrededor del siglo V d.C. se desarrolló un sistema de matemáticas que permitía 
hacer cálculos astronómicos de manera sencilla. Al inicio, su aplicación fue limitada a la 
astronomía ya que sus pioneros fueron astrónomos. Los cálculos astronómicos eran 
complejos e involucraban muchas variables que representaban cantidades desconocidas. El 
álgebra es un método de cálculos manuales que resume mucha escritura y por esta razón 
sustituyó a los cálculos aritméticos convencionales. 

En la India antigua las matemáticas convencionales conocidas antes del álgebra se 
denominaban Ganitam y a esta última se le denominó Bijaganitam, donde el término Bija 
significa ‘otro’ o ‘en segundo lugar’ y Ganitam significa matemáticas. El hecho de que 
haya sido elegido este término para este sistema de cómputo implica que fue reconocido 
como sistema paralelo, pero diferente al convencional. Algunos han interpretado el término 
Bija como el germen o semilla, que simboliza el origen o principio. Y se infiere que 
Bijaganitam era la forma original de cálculo. Pero cualquiera que sea el origen del álgebra, 
lo cierto es que éste se dio en la India, 1500 años atrás. Aryabhatta, quien vivió en el siglo 
V d.C., se refiere a la Bijaganitam en su tratado de matemáticas, Aryabhattiya. Un 
matemático y astrónomo indio, Bhaskaracharya, también trató este tema; su tratado, que 
data de alrededor del siglo XII d.C., lo tituló ‘Siddhanta-ShiromanV del cual una sección se 
titula precisamente Bijaganitam. 

Del siglo VIII en adelante, la India fue invadida por los árabes y otras comunidades 
islámicas como los turcos y los afganos. A lo largo de esas invasiones comienzan las 
crónicas y críticas como las de Al-biruni, quien estudió la sociedad y la política hindúes, y 
los sistemas matemáticos indios no escaparon de su atención. Los árabes mejoraron las 
artes y las ciencias que imperaban en las tierras que invadieron durante su gran Jilmd. El 
sistema de matemáticas que observaron en la India fue adaptado por ellos y le dieron el 
nombre de ‘Al-Jabr’ que significa 7 a unión de las partes sueltas’, puesto que Al significa 
‘La’ y Jabr significa ‘reunión’. 

Entre los siglos X y XIII, los reinos cristianos de Europa hicieron numerosos intentos por 
reconquistar el lugar de nacimiento de Jesucristo, desplazando al Islam. Esos intentos, 
llamados cruzadas, fallaron en sus objetivos militares, pero los contactos entre naciones 
orientales y occidentales dieron como resultado un intercambio masivo de ideas. La técnica 
del álgebra pudo pasar al oeste rápidamente. 

Durante el renacimiento en Europa, que fue seguido por la revolución industrial, el 
conocimiento recibido desde el oriente tuvo un desarrollo adicional. El álgebra, como la 
conocemos hoy en día, perdió algunas características que dejaban ver su origen oriental, 
salvo el hecho de que conservó el nombre de ‘álgebra’, que es una corrupción del término 
‘Al-jabr’, el cual a su vez había sustituido el nombre original Bijaganitam. Aún en la India 
se usa el término Bijaganit para referirse a este tema. 
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En el año de 1816, el inglés James Taylor tradujo a su idioma el Lilávatti de Bhaskara. Una 
segunda traducción apareció al año siguiente (1817), realizada por el astrónomo, también 
inglés, Henry Thomas Colebruke. Así, los trabajos de este astrónomo matemático indio 
fueron dados a conocer al mundo occidental aproximadamente 700 años después de que él 
los había incluido en su obra, aunque sus ideas habían alcanzado ya el occidente, a través 
de los árabes, desde muchos siglos antes. 

En las palabras del indologista australiano A.L. Basham, en ‘La maravilla que fue la India’: 

el mundo debe la mayoría del reino de las matemáticas a la India, que fueron 
desarrolladas en el período de Gupta a una etapa más avanzada, no alcanzada por 
ninguna otra nación de la antigüedad. El éxito de las matemáticas indias era debido 
principalmente al hecho de que los hindúes tenían una concepción clara del número 
abstracto, a diferencia de la cantidad numérica de objetos o extensión espacial. ” 

Así, los hindúes pudieron llevar sus conceptos matemáticos a un plano abstracto y con la 
ayuda de una notación numérica simple inventar un álgebra rudimentaria; en cambio, los 
griegos y los antiguos egipcios, debido a su preocupación por la medida inmediata de los 
objetos físicos, permanecieron confinados a la medida y a la geometría. 


LOS SULVASUTRAS 

El conjunto de conocimientos necesarios para erigir los templos y altares se encuentran en 
los Su/vasütras o reglas de las cuerdas, Salva se refiere a las cuerdas utilizadas para 
efectuar mediciones y sutra al conjunto de reglas. Los sulvasütras son básicamente un 
tratado de geometría, sin embargo, tienen algo que ver con el álgebra toda vez que éstos se 
interesaron por el teorema de Pitágoras en la medida en que les era útil para sus 
necesidades, pero su comprensión de número irracional se encontraba aún en estado 
embrionario. Es muy probable que haya un lapso de tiempo considerable entre el período 
de los Sulvasütras y los primeros desarrollos posteriores de la matemática India, 
influenciada por los conceptos astronómicos, como se mencionó anteriormente, de los 
pueblos occidentales. En otras palabras, así como los Sulvasütras contienen matemáticas 
aplicadas esencialmente al terreno religioso, los Siddhántas, que les suceden contienen 
matemáticas que tienen como principal objeto la astronomía. 


LOS SIDDHANTAS 

Hacia el siglo IV d. C. aparecen en la literatura sánscrita los Siddhántas o sistemas 
astronómicos, al parecer como producto del renacimiento iniciado al final del siglo II, bajo 
la dinastía de los Gupta. Conocemos cinco versiones distintas de los Siddhántas -Paulisha, 
Surya, Vasisishta, Paitamaha y Romanka- y entre ellas la única que parece estar completa 
es la del Surya Siddhanta o Sistema del Sol, escrito aproximadamente en el año 400 d.C. El 
contenido astronómico de los Siddhántas es de origen netamente griego, pero aparecen en 
ellos muchas antiguas creencias hindúes. Además, las matemáticas contenidas en los 
Siddhántas, que pertenecen a la trigonometría esencialmente, tienen un origen desconocido 
aún y sigue siendo un punto controvertido si hubo influencias externas sobre las 
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matemáticas indias o si, por el contrario, su origen es verdaderamente hindú, sin influencias 
importantes de las matemáticas griegas, babilónicas y chinas. 

A partir del siglo VI, podemos conocer los nombres de los matemáticos indios que 
contribuyeron al avance de la trigonometría, el álgebra y la teoría de las ecuaciones con los 
trabajos que han llegado hasta nosotros, mientras que a sus predecesores sólo los 
conocemos por un pequeño número de fragmentos muy poco elaborados. 

Al principio de este escrito se mencionan los nombres de los cuatro matemáticos hindúes 
más importantes de la antigüedad, de los cuales sólo ahondaremos en los que trabajaron 
principalmente en álgebra. El primero que se mencionó fue Aryabhata, el más antiguo y 
probablemente el más importante, sólo que sus estudios fueron esencialmente en 
matemáticas aplicadas a la astronomía, donde hizo uso del álgebra para hacer los cálculos 
para mediciones necesarias en esta última disciplina. Su obra Aryabhatiya del siglo VI se 
puede resumir de la siguiente forma: reglas para hallar las raíces cuadradas y las raíces 
cúbicas; reglas de medición (bastantes de ellas falsas); elementos de geometría expresados 
en fórmulas; reglas arbitrarias en lo que respecta a progresiones aritméticas, en términos de 
la suma, del número de términos y de la diferencia entre los términos; problemas de interés 
compuesto en función de progresiones geométricas; identidades algebraicas sencillas. 


BRAHMAGUPTA 

Brahmagupta fue el más grande los matemáticos hindúes del siglo VII; vivió en Ujjain, 
centro de astronomía situado en la India central. Hacia el año 628, escribió una obra de 
astronomía titulada Brahmasiddhdnta o Brahmasphutasiddhanta o Sistema revisado de 
Brama, que comprende 21 capítulos, algunos de los cuales tratan esencialmente de 
matemáticas. 

Entre su contribuciones más valiosas ha de mencionarse su generalización de la fórmula de 
Herón para el área de un cuadrilátero, soluciones generales de las ecuaciones cuadráticas 
que incluyen raíces negativas y positivas, la aritmética de los números negativos y del cero, 
y la solución general de una ecuación diofantina lineal ax + by = c en la que a, b y c son 
enteros y se buscan todas las soluciones enteras. La generalización de la fórmula de Herón 
expresada en la forma 

A = x ¡4i — a yí-bjU-c yí-d^, 

en la que a, b, c, d son los lados y s es el semiperímetro, sólo es válida para un 
cuadrilátero cíclico, pero parece que los estudiosos posteriores a Brahmagupta se dieron 
cuenta de esta limitación. En la geometría algebraica griega se encuentra el equivalente de 
ciertas relaciones numéricas que incluyen número negativos como +b je 4 -¿> , 
(-£> 4b , etc., pero la importante contribución de los hindúes consistió en convertir 
estas reglas geométricas en reglas numéricas en las que la cantidad negativa es considerada 
como un número y en las que el cero también es un número. Sin embargo, Brahmagupta 
encuentra dificultades en su aritmética, que no logra dilucidar claramente cuando afirma: 
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positivo dividido por positivo, o negativo dividido por negativo, es positivo. 

Cero divido por cero no es nada. Positivo dividido por negativo es negativo. 
Negativo dividido por positivo es negativo. Positivo o negativo dividido por 
cero es una fracción en relación con el denominador. 

El álgebra de Brahmagupta está escrita en una forma sincopada; la suma fue usualmente 
indicada por yuxtaposición. La resta fue indicada poniendo un punto encima del 
sustraendo, la multiplicación escribiendo «bha» (la primera sílaba de la palabra bhavita ‘el 
producto’) y después los factores, la división escribiendo el divisor debajo del dividendo, la 
raíz cuadrada escribiendo «ka» (de la palabra karana, ‘irracional’) antes de la cantidad. 
Brahmagupta indicaba la incógnita por «ya» (de yávattávat, ‘tanto como’). Enteros 
conocidos fueron prefijados por «rü» (de rüpa, ‘el número absoluto’). Incógnitas 
adicionales fueron indicadas por las sílabas iniciales de palabras de diferentes colores. Así 
una segunda incógnita podía ser denotada por «ká» (de kalaka, ‘negro’), de esta manera, 
8xy+ 10-7 podía aparecer como ya ká 8 bha ka 10 rü 7. De igual manera, 
3xy + 2x + 2y+ 13 - 8 , en hindú antiguo, sería ya ká 3 bha yá 2 bha ká 2 bha ka 13 rü 8. 

En el análisis indeterminado, Brahmagupta fue probablemente el primero en hallar una 
solución general a la ecuación diofantina ax + by = c, en la que a, b y c son enteros. Se 
obtiene una solución entera de esta ecuación si el máximo común divisor de a y b divide 
también a c. Brahmagupta sabía que cuando a y b son primos entre sí, todas las 
soluciones vienen dadas por x= r- mb; y= s - ma en las que m es cualquier entero. Además, 
halló todas las soluciones enteras de la ecuación diofantina, mientras que Diofanto 
frecuentemente se conformaba con hallar una solución. Por último, estudió también la 
ecuación de Pell, y 2 = ax 2 +1 en la que a es un entero de raíz cuadrada irracional, cuya 
teoría completa no quedaría terminada hasta los estudios de Lagrange en el siglo XVIII. 


BHASKARA 

Después de Brahmagupta, la India conoció algunos matemáticos como Mahávira (siglo 
IX), que escribió principalmente sobre matemáticas elementales, pero el más famoso de 
todos ellos fue un matemático de talento, Bháskara, cuyas actividades matemáticas se 
sitúan en el siglo XII. Último de la serie de matemáticos hindúes del período medieval, 
Bháskara superó con sus obras las contribuciones matemáticas anteriores y llenó algunas 
lagunas que en ellas se encontraban, en particular en las contribuciones de Brahmagupta. 
En su tratado principal, Lilávatti -nombre de su hija que, según la leyenda, perdió la 
ocasión de casarse a causa de una predicción astrológica de su padre- compiló algunos 
problemas de Brahmagupta así como de algunos otros, añadiendo un contenido original y 
personal. En otra obra, titulada Bijaganita, se encuentra, en particular, el primer enunciado 
de que un número diferente de cero dividido por cero da un cociente infinito, pero algo más 

tarde Bháskara admite que ^ • 0 = a, indicando mediante esta afirmación que su 
comprensión de la aritmética del cero no era del todo perfecta. 


Encontramos, tratados en sus dos obras, los temas matemáticos preferidos por los hindúes: 
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las ecuaciones lineales y cuadráticas, determinadas o indeterminadas; las medidas; las 
progresiones aritméticas y geométricas; los números irracionales; las ternas pitagóricas y 
numerosos problemas de naturaleza geométrica y algebraica. El análisis indeterminado 
ocupa un lugar importante en los problemas tratado por Bháskara: en concreto, halló 
soluciones particulares de la ecuación x 2 = 1 + py 2 , estudiada por Brahmagupta, para p = 
8, 11, 32, 61 y 67. Por ejemplo, cuando x 2 =l + 61y 2 encuentra la solución 
x = 1,776,319,049 e y = 22,615,390, resultados que exigen largos cálculos que serían 
fáciles de realizar con la ayuda de una calculadora electrónica. 

En general, Bháskara no distingue entre resultados exactos y estimados y ello nos impide 
pronunciamos con objetividad sobre la exactitud de las matemáticas indias. Por otra parte, 
Bháskara acusó enérgicamente a sus predecesores de haber utilizado las fórmulas falsas de 
Brahmagupta para el área y las diagonales de un cuadrilátero cualquiera. Sin embargo, no 
se dio cuenta de que dichas fórmulas eran exactas para todos los cuadriláteros cíclicos. 


RESUMEN 

Las matemáticas indias, cultivadas sobre todo por los sacerdotes, se caracterizan por el 
desarrollo del cálculo numérico y algebraico, una trigonometría basada en la función seno , 
una alternancia de enunciados verdaderos y falsos en lo relativo al álgebra y, sobre todo, a 
la geometría, una geometría poco desarrollada, salvo quizá en el estudio de los 
cuadriláteros y sus propiedades, un análisis indeterminado que supera netamente al de 
Diofanto y al de Hipatía en dificultades y en generalidades, y un sistema de numeración - 
notación bráhmi-, fuente de la que surgirá, con las contribuciones de los árabes, nuestro 
sistema decimal. 
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APORTACIONES DE LOS BERNOULLI AL CÁLCULO 

Oscar Mario Rodríguez Sánchez 


INTRODUCCIÓN 

A causa de una violenta persecución de protestantes en Amberes, mucha gente buscó 
refugio en otras partes. Uno de los refugiados fue Jacques Bemoulli, quien encontró asilo 
en Francfort, en 1583. En 1622, su hijo mayor se instaló en Basilea; lo mismo hizo otro de 
sus hijos, Nicolaus (1623-1708), quien procreó a Jacques I (1654-1705), Nicolaus I (1662- 
1716) y Jean I (1667-1748), los primeros matemáticos de la familia. El ordinal romano se 
les agrega para distinguirlos de sus homónimos de las generaciones posteriores. 

La notable familia suiza Bemoulli realizó grandes aportaciones a las matemáticas y a las 
ciencias. En tres generaciones produjo no menos de nueve miembros de la familia que 
lograron preeminencia en matemáticas o en física (cuatro de ellos recibieron distinciones de 
la Academia de Ciencias de París), los que a su vez produjeron un enjambre de 
descendientes que dejaron huella en muchos campos del conocimiento. 


JACQUESI 

Jacques Bemoulli nació el 27 de diciembre de 1654 y murió el 16 de agosto de 1705; fue el 
quinto hijo de una gran familia. También se le encuentra como Jacob, por la traducción de 
su nombre al alemán, y como James, por su traducción al inglés. Estudió teología; pero la 
abandonó en favor de las ciencias. De manera autodidacta aprendió el nuevo cálculo de 
Newton y Lcibniz y fue profesor de matemáticas en Basilea desde 1687 hasta su muerte. 
Escribió sobre series infinitas, estudió muchas curvas especiales, inventó las coordenadas 
polares y presentó los números de Bemoulli que aparecen en la expansión en serie de 
potencias de la función tan(x) y que son útiles para escribir el desarrollo en series infinitas 
de las funciones trigonométricas e hiperbólicas. 

En su libro Ars Conjectandi, publicado en 1713 y que se considera como el primer volumen 
substancial en la teoría de probabilidad, formuló el principio básico de teoría de 
probabilidad que se conoce como Teorema de Bemoulli o Ley de los grandes números: si la 
probabilidad de algún evento dado es p y si se han hecho n intentos independientes con k 
éxitos, entonces k/n —>p conforme n —» oo. 

Este teorema fue el primer intento para deducir medidas estadísticas a partir de 
probabilidades individuales y Bemoulli tardó veinte años en perfeccionarlo. Para poder dar 
una idea de la importancia del resultado de Bemoulli y los problemas que lo rodean, habría 
que extenderse y exponer varios puntos. 
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En 1690 sugirió el nombre “integral” a Leibniz y puntualizó que en un punto máximo o 
mínimo la derivada de la función no tiene que anularse; sino que puede tomar un “valor 
infinito” o asumir una forma indetenninada. 

En su primer artículo sobre series infinitas, en 1689, presentó la “desigualdad de 
Bernoulli”: 

(1 + x) n > 1 + nx 

aunque ésta puede encontrarse antes en la séptima lectura de Lectiones geometriae de 
Barrow, de 1670. 

En base a la correspondencia frecuente con matemáticos de la época, sabía de los 
problemas populares, muchos de los cuales resolvió independientemente. Así, encontró las 
ecuaciones y propiedades de la catenaria (formada al colgar libremente por sus extremos 
una cadena pesada), la tractriz y la isócrona, que habían sido tratadas por Huygens y 
Leibniz. La isócrona es una curva plana a lo largo de la cual un objeto caería con velocidad 
vertical uniforme; mostró que la curva requerida es la parábola semicúbica. Por otra parte, 
la tractriz es la curva descrita por un objeto que inicia en la parte positiva del eje de las 
ordenadas y es “jalado” desde la parte positiva del eje de las abscisas con una lanzadera 
rígida de longitud fija. Jacques también encontró propiedades de las figuras isoperimétricas, 
por ejemplo, las que encierran el área mayor en un perímetro dado. 

En este tipo de trabajos los hermanos Bernoulli descubrieron el poder del cálculo. En el 
trabajo sobre la isócrona en el Acta Eruditorum de 1690 usó la palabra “integral” y Leibniz 
aceptó que era mejor nombre que summatorius 

Contribuyó al estudio de la “ecuación de Bernoulli”: 

y' + A(x)y=f(x)y" 

la que fue resuelta por él mismo, Leibniz y Jean. 

En el Acta Eruditorum de 1694, describió la llamada “lemniscata de Bernoulli”, dada por 
la ecuación polar 


2 

r = ucos29 

De otra curva, la espiral logarítmica, que había sido mencionada por Descartes y rectificada 
por Torricelli, mostró que tenía varias propiedades no notadas antes. Esta curva comparte, 
con la línea recta y el círculo, que son casos límite de la espiral logarítmica, la propiedad de 
volver sobre sí misma por un grupo continuo de semejanzas. 


Esta curva, conocida también como espiral equiangular, puede hallarse en la trama de la 
tela de araña, en las conchas (como en la del Nautilus en que se ve la espiral logarítmica 
continua) y en las espirales de las nebulosas; los estambres del girasol gigante aparecen 
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dispuestos, de modo natural, en espirales logarítmicas en dos series curvadas en sentidos 
opuestos. 

Matemáticamente, la espiral logarítmica se halla relacionada con el círculo en geometría y 
con el logaritmo en análisis. Es notable la relación que guardan los círculos en ella, y ella 
misma, con sus radios. Así mismo, cómo algunos de sus elementos y operaciones sobre 
algunos de sus elementos son a su vez espirales logarítmicas. Las propiedades de dicha 
curva fueron tan simbólicas para Bernoulli que pidió que fuera grabada sobre su lápida con 
las palabras Eadem mutata resurgo. 

Jacques Bernoulli, como Newton, se interesó en las aplicaciones del cálculo; derivó 
fórmulas para la longitud de arco y radios de curvatura en coordenadas polares. De su 
“espiral parabólica” r = ad. notó que el problema de la longitud de arco lleva, a través de 


cls = dr + r 2 d0 2 

a la integral de la raíz cuadrada de un polinomio cuártico, primera instancia de lo que se 
conoce como una integral elíptica. 

G. C. Fagnano (1682-1766) continuó con el trabajo sobre la lemniscata de Bernoulli y, 
entre 1717 y 1718, mostró que la rectificación de esta curva lleva a una integral elíptica, 
como la longitud de arco de la elipse. 

El nombre de Fagnano continúa ligado a la elipse 


x 2 +2y 2 =1 


la cual presenta algunas analogías con la hipérbola equilátera o rectangular. La 
excentricidad de esta elipse, por ejemplo, es 1/ 2 , mientras la excentricidad de la 

hipérbola equilátera es ■ /2 . 


NICOLAUS I 

Nicolaus Bernoulli (1662-1716) obtuvo un doctorado en Filosofía a los 16 años y el más 
alto grado disponible en Derecho a la edad de 20 años; fue profesor en ese campo antes de 
cambiar, también, a las matemáticas. Fue padre de Nicolaus II (1687-1759). 


NICOLAUS II 

Nicolaus Bernoulli (1687-1759), hijo de Nicolaus I, tuvo por algún tiempo la cátedra de 
matemáticas de Padua, que había ocupado Galileo. 
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Mientras los Bernoulli lograban desarrollos en geometría analítica, cálculo y probabilidad, 
los matemáticos italianos continuaron prefiriendo la geometría. Muy cercanas a los 
intereses de los Bernoulli, fueron las contribuciones de Jacobo Riccati (1676-1754), quien 
dio a conocer los trabajos de Newton en Italia. 

Riccati es recordado especialmente por su estudio extensivo de la ecuación diferencial 

— = a(x) + b(x)y +c(x)y 2 
dx 

que ahora lleva su nombre, aunque Jacques Bernoulli había estudiado anteriormente el caso 
especial 


dx 

Riccati pudo saber de este estudio, ya que Nicolaus enseñó en Padua, donde Riccati fue 
estudiante de Stefano degli Angeli (1623-1697) y donde tuvo contacto con Nicolaus 
Bernoulli y con Jacob Hermann (1678-1733). Así, el trabajo de los Bernoulli fue bien 
conocido en Italia. 


JEANI 

Jean Bernoulli nació el 27 de julio de 1667 y murió el primero de enero de 1748; fue el 
hermano más joven de Jacques y el décimo hijo en la familia. A veces se encuentran 
referencias a él como Johann o John, por la traducción de su nombre al alemán y al inglés. 
Estudió medicina y se doctoró en Basilea en 1694, con una tesis sobre la contracción de los 
músculos. También quedó fascinado por el cálculo, lo dominó rápidamente y lo aplicó a 
muchos problemas de geometría, ecuaciones diferenciales y mecánica. En 1695, se le 
designó como profesor de matemáticas y física en Groningen, Holanda y, al morir su 
hermano Jacques, lo sucedió como profesor en Basilea. 

De 1691 a 1692 escribió dos pequeños libros de texto sobre el cálculo diferencial e integral, 
que no fueron publicados; sino hasta mucho tiempo después. El de cálculo diferencial fue 
impreso hasta 1924 y el de cálculo integral apareció cincuenta años después de que fue 
escrito, en su Opera omnia de 1742. 

En 1696, Jean Bernoulli, como desafío para los matemáticos de Europa, propuso el 
problema de determinar qué curva proporcionaría el tiempo más breve posible de descenso. 
Esta curva se conoce como braquistócrona (de la palabra griega brachistos, el más corto, y 
cronos, tiempo). El problema fue resuelto por Newton y Leibniz, así como por los 
hermanos Jacques y Jean Bernoulli, nietos del refugiado de Amberes. La solución de Jean 
fue la más elegante; algunos autores se refieren a esa maravillosa solución como una obra 
de arte, de orden muy elevado, para este difícil problema. Además de su interés, el 
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problema de la braquistócrona tiene gran importancia, ya que fue la fuente histórica del 
cálculo de variaciones, una rama poderosa del análisis para el estudio del mundo físico. 

Una exposición de la solución de Jean, para este problema, puede encontrarse en el libro 
Ecuaciones Diferenciales con aplicaciones y notas históricas de George F. Simmons, en la 
que se aprecian la interconexión de varios campos y conceptos del conocimiento, como 
son: Óptica, la Ley de Refracción de Snell, el Principio del Menor Esfuerzo de Fermat, 
Mecánica, el Principio de Conservación de la Energía y el Cálculo. 

Estando en París en 1692, instruyó a G. F. A. de L "Hospital (1661-1704) en el cálculo de 
Leibniz y firmó un pacto bajo el cuál, en reciprocidad por un salario regular, enviaría a 
L"Hospital sus descubrimientos en matemáticas. El resultado es que una de las principales 
contribuciones de Bernoulli, de 1694, se conoce desde entonces como regla de L"Hospital 
sobre formas indeterminadas. Bernoulli encontró que si f(x) y g(x) son funciones 
diferenciables en x = a tales que f(a) = 0 y g(a) = 0 y 

f\x) 



existe, entonces 


/(*) _y f'(x) 

g(x) x 1 SVw 

Esta regla fue incorporada por L"Hospital en el primer libro de texto sobre el cálculo 
diferencial: Analyse des infiniment petits, publicado por él en París en 1696. 

Escribió sobre muchos aspectos avanzados de análisis: la isócrona, sólidos de mínima 
resistencia, la catenaria, la tractriz, trayectorias, curvas cáusticas, problemas 
isoperimétricos. 

Contribuyó a la geometría diferencial a través de su trabajo sobre líneas geodésicas en una 
superficie. 

Se le atribuye también el cálculo exponencial, porque, además de las curvas exponenciales 
simples y = a , estudió exponenciales generales como y = x x . Para el área bajo la curva 
y = x x ,dex = 0ax=l, encontró la representación en serie infinita 

i _ i 1 _ 1 
Ó 2^ + 3^ 4 T + ”” 

Para llegar a este resultado escribió x = e xlnx , lo desarrolló en la serie exponencial e integró 
término a término, utilizando integración por partes. 

En 1702, a través de ecuaciones diferenciales, descubrió la relación 
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arctan(z) = ln -— 

i \l 1 - iz 

con lo que apreció relaciones entre funciones trigonométricas inversas y logaritmos 
imaginarios. 

Fueron hijos de él: Nicolasus III (1695-1726), Daniel I (1700-1782) y Jean II (1710-1790). 
Daniel y Nicolaus fueron también matemáticos muy capacitados e influyeron en Leonard 
Euler (1707-1783) para que descubriera su vocación. 


DANIEL I 

Daniel Bemoulli nació el 8 de febrero de 1700 y murió el 17 de marzo de 1782; hijo de 
Jean, estudió medicina como su padre y se doctoró con una tesis sobre la acción de los 
pulmones. También, debido a su talento, se hizo profesor de matemáticas en San 
Petersburgo. En 1733 regresó a Basilea y fue sucesivamente profesor de botánica, anatomía 
y física. Obtuvo 10 premios de la Academia Francesa, incluyendo uno que hizo que su 
padre se enfureciera, ya que éste aspiraba a dicho premio. Publicó muchas obras de física, 
probabilidad, cálculo y ecuaciones diferenciales. En su libro Hydrodynamica, analizó la 
mecánica de fluidos y produjo el primer tratado sobre la teoría cinética de los gases. Se le 
considera como el primer fisicomatemático. 

El interés de Daniel en el cálculo de probabilidades, aplicado a los juegos de azar, lo llevó a 
la discusión de la fortune morale y la fortune physique, valores físicos y mentales que 
consideraba relacionados entre sí, de tal manera que un cambio en la cantidad de “fortuna 
mental” influye proporcionalmente a la razón en que se encuentra, respecto a la fortuna 
física, en el total de la fortuna del posesor. Así, al apostar con un riesgo igual al del 
oponente, uno se arriesga a perder más que a ganar, pues una pérdida dada será mayor 
respecto a la fortuna reducida que lo que sería la misma ganancia física respecto a una 
fortuna total aumentada. 

Dedujo una fórmula del supuesto de que la importancia de un incremento es inversamente 
proporcional a la cantidad de la fortuna a la que se añada. Así, si v es la fortuna “física” e y 
la fortuna “moral”, 


Esto es 


dy = 


k 


dx 


x 


y = k log 


x 

a 


donde ky a son constantes. 
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El propio Bernoulli y Pierre Simón de Laplace (1749-1827) construyeron una importante 
teoría sobre la base de esta fórmula de Bernoulli. 

En dinámica de fluidos se encuentran aportaciones de Daniel con frecuencia. Así podemos 
hacer referencia al Teorema de Bernoulli para movimiento estacionario, problemas de flujo 
irrotacional, superficies de Bernoulli, etcétera. 


OTROS MIEMBROS DE LA FAMILIA 

Entre los Bernoulli que no siempre se mencionan se encuentran tres hijos de Jean II: 

Jean III (1744-1807), quien fue profesor de matemáticas en la Academia de Berlín a la edad 
de 19 años; Daniel II (1751-1834) y Jacques II (1759-1789). 

Otros miembros destacados de la familia fueron Chistoph (1782-1863), hijo de Daniel II y 
Johann Gustav (1811-1863), hijo de Chistoph. 


CARTA GENEALÓGICA 

En la carta genealógica siguiente, se aprecia que la participación de los miembros más 
destacados de la familia abarca un período de aproximadamente doscientos años. 


Nicolaus 

(1623-1708) 

_ A 

Jacques I Nicolaus I 
(1654-1705) (1662-1716) 
A 

Nicolaus II 
(1687-1759) 


Jean I 

(1667-1748) 

A _ 

Nicolaus III Daniel I Jean II 

(1695-1726) (1700-1782) (1710-1790) 

_A_ 


Jean III 
(1744-1807) 


Daniel II Jacques II 
(1751-1834) (1759-1789) 
A 


Chistoph 

(1782-1863) 

A 

Johann Gustav 
(1811-1863) 
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EL CÁLCULO SEGÚN EULER 


Eduardo Tellechea Armenia 

“Calculaba sin esfuerzo aparente, 
como otros hombres respiran o como 
las águilas se sostienen en el aire... ” 

Dominique Francois Arago 

(1786-1853) 


INTRODUCCIÓN AL ANÁLISIS INFINITESIMAL 

Leonhard Euler nació en Brasilea, Suiza, el 15 de abril de 1707. En el año de 1720 conoció 
a Jean Bernoulli, quien debido a la muerte de Leibniz y el retiro de Newton de la actividad 
científica, era considerado como el más destacado matemático del momento. A mediados 
de 1722 se graduó de bachiller y dos años después obtuvo el grado de Maestro. En 1726 
publicó su primer trabajo que tituló u Constructio linearum isochronarum in medio 
quocunque resistente”. Esta memoria contribuyó a aumentar la gran admiración de Johann 
Bernoulli hacia él, ya que ahí se muestra claramente el estilo que siempre lo acompañó, el 
cual es descrito con mucha claridad en la siguiente expresión de Nicolás Caritat de 
Condorcet (1743-1794), el famoso matemático y revolucionario francés: 

“Cuando publicaba una memoria sobre un asunto nuevo, exponía con sencillez el 
camino que había recorrido, haciendo obserx’ar sus dificultades y vericuetos, y 
luego de hacer seguir a sus lectores la marcha de su espíritu durante los primeros 
ensayos, les enseñaba cómo había logrado encontrar el camino más fácil, lo que 
demuestra que prefería la instrucción de sus discípulos a la satisfacción que 
pudiera producirle el asombro de ellos, y creía no hacer bastante por la ciencia si 
no agregaba a las verdades nuevas con que la enriquecía, la sincera exposición 
de las ideas que le habían conducido a su descubrimiento ” . 

Este estilo no sólo enseña que se puede ser un gran científico y a la vez escribir con mucha 
claridad, sino que también muestra una serie de elementos positivos de su personalidad, ya 
que lo que un hombre escribe es el mejor reflejo de los aspectos más significativos de su 
manera de ser. 

En 1748, Euler publicó en Lausana, Suiza, el primero de sus tres grandes tratados sobre 
cálculo: Introductio in Analysi Infinitorum. Esta obra, una de las más importantes en la 
historia del cálculo infinitesimal y de la geometría analítica, recoge resultados que había 
escrito en memorias anteriores, presenta nuevos aportes y desarrolla algunos de los 
principales conceptos que sobre el tema habían obtenido sus predecesores, como Newton, 
Leibniz y los Bernoulli. La obra está integrada por dos libros; fue traducida al francés en 


19 



Apuntes de 3-Cístoría de Cas Matemáticas _ No. 1, Vol. 2, ENERO 2003 

1785 y al alemán en 1788. Actualmente existe una traducción al inglés, editada por 
Springer Verlag en 1988. 


ALGUNOS RESULTADOS DE ESTA OBRA 

1. En el capítulo VI introdujo el concepto de logaritmo, diciendo que si a > 1, el 
logaritmo de x en base a, es el exponente z tal que a 7 = x, siendo esta la primera vez 
que se presentaba el logaritmo interpretado como un exponente. 

2. A continuación analizaremos algunos importantes resultados obtenidos por Euler, 
en cuyos desarrollos podemos darnos cuenta de que no se preocupaba por 
determinar para qué valores son o no convergentes las series que obtuvo. 

En el capítulo VII introduce el número e de la siguiente manera: 

Como a = 1, entonces para un valor 2 infinitamente pequeño, escribe: 

= 1 + kg. 

X 

Si x es un número positivo, — es un número infinitamente grande; por tal razón lo 

£ 

X 

identifica con un número N de valor infinito y entonces como — = N , 

4 

a x =a N Z={a N )Z=(\ + k¿;) N . 

Aplicando luego la serie binomial, obtiene 

a x =(l + — ) N - (I) 

N 

fcr N(N-l) kx 2 N(N-n + l) kx n 

= 1 + A(—) + ) 2 +-+—---(—)+••• 

N 2 N ni N 

, k N-lk 2 2 N -1 N — 2 N-n + l k n n 
1! A 2! N N N ni 

Como N es infinitamente grande, considera que 

1 _A-l_A-2_ _N-m 

~^V Ñ "■ Ñ 

y, por lo tanto, 

a x = l + —k + —k 2 + ...+ —k n + ..." - (ID 

1! 2! ni 

Luego sustituye v por 1 y define el valor de e como el valor de a para el cual k = 1; 
es decir, 

, 1 1 I 

1! 2! ni 
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obteniendo así nuestra familiar representación en serie del número e. 

Remplazando en (I) se obtiene 

^'=(1+ ¡V, --(ni) 

N 

en donde N es infinitamente grande. Esta última expresión actualmente la 
interpretamos como la conocida fórmula 

e* = lim(l + —)" 

» oo yi 

de donde obtenemos el número e expresado como 

e = lim(l + —. 

fl 

También, si k = 1, la ecuación (II) se transforma en 

x , x x 2 x" 

e =1+-+— + ...+ — + ..., 

1! 2! ni 


lo que hace posible expresar al número e como una serie: 

I 00 

=y 

¿—i 


, 1 1 

e = l + -+— + . 
1 ! 2 ! 


m =1 


i 

mi 


3. En el Capítulo VIII, Euler define y prueba algunas de las propiedades más 
conocidas de las funciones trigonométricas, como 

sin 2 x + cos 2 x = 1 y sin(a + b) = sinacosb+ sinbcosa. 

También presenta la identidad de De Moivre, la cual expresamos modernamente en 
la forma 


(eos# ± i sin 60" =cosH#±/sin/ 2 # . 


4. Su resultado más conocido acerca del estudio de exponentes imaginarios es la 
ecuación 

e ni =-l. 


que relaciona las constantes más importantes de la matemática. 


Aunque Newton ya había encontrado el desarrollo en series de potencias de las 
funciones seno y coseno, Euler las obtuvo por otro camino, veámoslo: Sea E, un 
número infinitamente pequeño y N infinitamente grande (entero positivo); por la 
identidad de De Moivre, tenemos que: 


eos NE, 


1 

2 


[(cos^ + isen¿;) N + (cos^ - isen%) N ] 
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senNE, = — [(cos^ + isenE,) N - (cos^ - isenE¡) N ]. 
2 i 

Utiliza a continuación el desarrollo binomial para obtener: 

eos NE, = cos^ E,- ^ eos"- 2 E, sin 2 ••• y 

N-\ e e N(N-i)(N — 2) _JV_3 3 


sin NE, = N eos £ sin £ _ 


3! 


sin J 


y como £ es muy pequeño, identifica a eos £ con cero y a sen £ con E, ; 
también, como N es muy grande, supone que iV = iV-l=iV-2 = .... Además, 
considera que E, = N E, y obtiene los hoy tan conocidos desarrollos en serie: 


2 4 6 3 5 7 

, .r jc .* . 3: 3: v 

cosv = 1 — —+—- — + ..., smx = x -—+—- — 
2! 4! 6! 3! 5! 7! 


5. En este mismo capítulo demuestra que 


ln(l + x ) = lim n [(1 + x) m - 1] 


y también que 


ln(l+y) = £(-l) 


71 “1 


,.+1 y _ 

n 


La manera de hacerlo es la siguiente: 


Tomando y = a x - 1, entonces 1 + y = a x =ci N ^ — (1 + kE,) N ■ 
de donde 

i 

(i + y)" - i 
k 

y, por lo tanto, 


\ + kí = (l + y) 


N 


4 = 


log a (l + y) = N£ 


N , 


i 

i¿V 


log fl (l+y) = -[(l+y)" -1] 
k 


(IV) 


> ln(l + y) = 7V[(l+y) iv -1] 

Esta última expresión la identificamos ahora como: 

i 

ln(l + y) = lim n[(\ + y) " -1] 

n —>oo 

Claramente, si 1 + y = z, y m = \/¡u la expresión anterior se transforma en 

m i 

ln z = lim -- 

)}l 

y utilizando nuevamente la serie binomial, obtenemos: 


(V) 


(l + y)V = l + ly + 1/iV(1/iV - 1) / + 1 /iV( 1 /iV - 1 )( 1 /iV - 2 ) y 3 
N ' 2! 3! 
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pero como N es infinitamente grande, tomamos 1 /N— k= -k Vk eZ , y entonces 

m 1 + .y) 17 w -1] = y - ^ ^ + (-l)' i+1 ^+... 

2 3 n 

Finalmente, remplazando en (V), obtenemos: 


ln(l+y) = £(-l) 

n =1 



n 


Como podemos apreciar, muchos de los pasos que acabamos de ver requieren de 
una sólida justificación matemática, pero aunque Euler reconocía la necesidad de ser 
cauteloso al tratar con procesos infinitos, sacrificó esa cautela en pro de resultados 
prácticos. Algunas veces inclusive llegó a resultados falsos como, por ejemplo, 

1 "i o 

sustituir x = 2 en la serie geométrica - = í + x + x +x +..., obteniendo el 

1 + x 

absurdo: -1 = 1+ 2 + 4 + 8 + 16 +... 


Fue hasta principios del siglo XIX cuando Abel logró corregir muchos de los errores 
cometidos por Euler en el manejo de las series, dándoles la solidez necesaria para la 
adquisición de rigurosidad científica. 

6. En el capítulo IV define lo que él entiende por función, de la siguiente manera: 
“Una función de cantidad variable es una expresión analítica formada de cualquier 
manera por esta cantidad variable y por números o cantidades constantes ”. Por 
supuesto que esta definición difiere de la que actualmente utilizamos; sin embargo, 
en su época tuvo un gran éxito ya que la Introductio es el primer trabajo matemático 
que se escribió, en donde el concepto de función juega un papel central, y trajo 
como consecuencia un tratamiento del cálculo infinitesimal independiente de la 
geometría. Siete años después, en el prólogo de sus Institutiones calculi 
differentialis, logra dar una definición de función que es similar a la que conocemos 
actualmente. Al respecto escribió: “ Algunas cantidades en verdad dependen de 
otras, si al ser combinadas las últimas, las primeras también sufren cambio, 
entonces las primeras se llaman funciones de las últimas. Esta denominación es 
bastante natural y comprende cada método mediante el cual una cantidad puede 
ser determinada por otras. Así, si x denota una cantidad variable, entonces todas 
las cantidades que dependen de x en cualquier forma, están determinadas por xy se 
les llama funciones de x” 

7. Los capítulos IV, XIII y XVII, están destinados al estudio de algunas series, en 
especial series de potencias, y sus relaciones con los productos infinitos; por 
ejemplo, partiendo de la serie 



3! 5! 7! 


o su equivalente, para x + 0, 
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sin* , x 2 x 4 x 6 

-= 1 -—+—-— + ... , 

* 3! 5! 7! 

si z = * , el lado derecho de esta última serie se transforma en 

2 3 4 

1--+—— 

3! 5! 7! 9! 

Cuando sen* = 0, esta serie puede concebirse como un polinomio de grado infinito. 
Sea P(z), como se describe abajo, el polinomio de grado n asociado a la serie 

P n (z) = í-a l z + a 2 z 2 ~a 3 z 3 +... + (-1 ) n a n z n 

1 


= (-!)" fl, 


a 


n -1 n -1 


+...+(-i y 


z+(-iy 


haciendo un poco de teoría de ecuaciones y utilizando el teorema de factorización 
completa para polinomios, Euler demuestra que si r 1 , r 2 , r 3 , ... r n son las raíces del 
polinomio, se dan las siguientes relaciones entre los coeficientes y las raíces: 


(-l)-^ = (-l)”-‘¿ílfLÍ y (-1)" — = (-l)"n" r,. 


7=1 r J 


Estas dos ecuaciones se transforman en 


« i 


1 " 


Y * 

'i ’ 


a, = ? — y 

S) ;=i 

sustituyendo en la expresión para P n (z), obtenemos (sin desarrollo) 


1-aj z + a 2 z 2 + ... + (-1 ) n a n z n = 

Como las raíces de la ecuación infinita 

3 5 7 

XXX 

senx = x - — + — - — 

3! 5! 7! 

son ±7T,± 7.n, ± 3 k, ... , las raíces de la ecuación 

senx _ 

3! 5! 7! 

(o bien, si tomamos z = x , las raíces de 

sen\¡z z z 2 z 3 . 

—= = 1 — — +—-— + ...) 
"Jz 3! 5! 7! 

serán n 2 , An 2 , 9n 2 , 16 n 2 , ... 

Combinando los resultados anteriores se obtiene: 


f \ 

c \ 


( \ 

1- — 

1- — 


1- — 

l r J 

l r lJ 


l r «) 


2 4 6 

, * * * 

= 1 --+---+ . 


senx 


x 


x 2 ^ 
V J 


1- 


* 


.2 ó 


An ¿ 


f X 2A 

1-^ 


1- 


* 


.2 3 


1 671 ~ 
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^ 1 


y si hacemos que n —> co en la expresión a x = Y — , tomando en cuenta que 


7=1 0 


r- = (jtz - ) 2 y = —, se obtiene 
3! 


1 - Y 1 


111 1 

>2 IZ + ,.„2 + n „2 + 1/: „2 + " - ’ 


6 n~ An~ 9 n 16 


de donde 


K 


1 1 , 1 , 1 
1 + — + — +- 

4 9 16 


1 1^11 
6 ° 


2 ^ „2 6 


y finalmente se obtiene la ecuación buscada 


Z 

n =1 


1 7T Á 


Otros resultados obtenidos en forma similar por Euler, relativos a series numéricas, 
son: 


°0 / 1 \n _ 

Xp (~1) _ 2T 

^ 2/7 + 1 

n =1 


00 

y_ 1 _ 

ri(2« + l) 2 



S 



n 


4 


90 ' 


UNA ANÉCDOTA 

Euler fue un hombre de profundas convicciones religiosas, y llegó incluso a pensar en 
poder encontrar una demostración algebraica de la existencia de Dios. Era tal el prestigio de 
que gozaba, que sus contemporáneos pensaron que sí la había encontrado. En cierta 
ocasión, aprovechando estos rumores, pudo salir airoso en un “debate” que sostuvo con el 
famoso filósofo francés Denis Diderot (1713-1784), acerca de la existencia de Dios. La 
anécdota es la siguiente: 

Conocedor Euler del pensamiento de Diderot al respecto, así como también del 
desconocimiento total que éste tenía de las matemáticas, resolvió retarlo para que refutara, 
ante la presencia de la zarina Catalina II, una prueba que él dijo poseer referente a la 
existencia de Dios. A ello, Diderot inocentemente accedió. La expectación era enorme, ya 
que se enfrentaban públicamente dos titanes del pensamiento; de ahí que no sólo concurrió 
la nobleza, sino también lo más granado de la Academia de San Petersburgo. El “debate” lo 
inició Euler, acercándose a Diderot y diciéndole en tono fuerte y convincente: 

j yi 

“Señor, -= x , y por lo tanto, Dios existe. Replique”. 

n 

Como es obvio, nada pudo responder Diderot, y el silencio en que permaneció sólo vino a 
romperse con la risa burlona de los que sí entendían de matemáticas. Diderot pidió permiso 
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a Catalina para retirarse y se marchó inmediatamente a Francia. Euler tomó así desquite de 
las burlas a que había sido sometido en Berlín, por el también filósofo francés Voltaire 
(1694-1778). 

EL MÁS PROLÍFICO EN LA HISTORIA DE LA MATEMÁTICA 

Para tener una idea de la gran obra de Euler, diremos que desde 1911 se viene trabajando en 
la publicación de su obra completa, pero hasta la fecha no se vislumbra la posibilidad de 
que puedan terminarla en breve tiempo. Hasta 1945, sólo se habían publicado 72 
volúmenes, y desde 1967, las academias de Ciencias de Suiza y de la ex-URSS, unieron 
esfuerzos para poder producir una obra con la correspondencia científica de Euler. 

Los cálculos más pesimistas, afirman que publicó como mínimo 760 trabajos de 
investigación, y a su muerte dejó inéditos muchos de sus artículos. Aun en la actualidad no 
se conocen cerca de 3000 páginas de sus escritos. El volumen de su creación científica es 
superior al de cualquier otro matemático. La variedad y cantidad de algoritmos que creó, no 
han podido ser superados por nadie, No hubo rama de la Matemática de su época en la que 
no hubiera trabajado, y en la mayoría de ellas dejó su huella creadora. Por los motivos que 
acabamos de mencionar, Leonhard Euler es considerado como el matemático más prolífico 
de todos los tiempos. 

Por cualquier camino que sigamos nos encontramos con él, ya sea en su producción 
científica o en las notaciones que introdujo. Recordemos que a él se debe la expresión/(.v), 
las notaciones sen 6, eos 6, el símbolo i para designar la raíz cuadrada de -1; el uso de la 
letra 71, de la letra e, la introducción de los llamados diagramas de Euler-Venn, y la del 
símbolo Z. 
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EL DESARROLLO DEL ALGEBRA MODERNA 

Parte II: El álgebra de las ecuaciones 

Guillermo Dcivila Rascón 

...Dado que este arte sobrepasa todo ingenio humano y 
la perspicacia de todo talento mortal y es un verdadero 
regalo celestial y una prueba clara de la capacidad de 
las mentes de los hombres, quien sea que se aplique a él 
creerá que no existe nada que no pueda entender. 

G. Cardano 1 


EL ÁLGEBRA EN LA INDIA 

Mencionábamos en la primera parte de este trabajo que un aspecto muy importante en el 
desarrollo del álgebra es la Teoría de Ecuaciones y, entre otras cosas, citábamos la opinión 
de J. A. Serret al respecto, para quien el álgebra es, propiamente hablando, el análisis de 
las ecuaciones [8, p. 1]. En esta ocasión tendremos oportunidad de abundar más sobre este 
tema y podremos apreciar su significación para el álgebra. Inclusive, es posible decir que ha 
sido una etapa crucial de su desarrollo. 

El período histórico que ahora nos interesa estudiar desde la perspectiva del desarrollo del 
álgebra, abarca desde aproximadamente el año 650 hasta alrededor de 1750. En este lapso 
surgieron las condiciones que permitieron darle al álgebra un estatus independiente dentro 
de las matemáticas y se desarrolló una notación adecuada, lo cual preparó el camino para 
el advenimiento del álgebra simbólica y propició el desarrollo del álgebra moderna, tal y 
como se le concibe actualmente. 

Después del declinar de la matemática griega, los nuevos centros de aprendizaje 
matemático se localizarían en la India y en el mundo Árabe, que para ese tiempo (siglo 
VII), estaba en plena etapa de expansión. Si, en el clímax de la matemática griega, 
Alejandría fue durante mucho tiempo el centro del saber, en el caso de las matemáticas 
árabes, Bagdad se convirtió en la ciudad cosmopolita que daría cabida a los hombres de 
ciencia, sin que importara su origen étnico ni su religión; sobre esto abundaremos un poco 
más en la siguiente sección. 

Por otra parte, las matemáticas en India no llegaron a desarrollarse como lo hicieron en la 
cultura árabe; sin embargo, es conveniente resaltar algunos de sus logros. Entre los más 
notables está su sistema de numeración, del cual proviene el que usamos actualmente y que 
fue importante para el surgimiento de un álgebra de tipo aritmético en la cultura hindú. Es 
muy difícil determinar si la evolución de las matemáticas en la India se dio de forma 
independiente, pues hay muchos indicios que sugieren influencias de Egipto, de Babilonia y 
de Grecia. Además de esto, no se han podido establecer con precisión las fechas en las que 


1 Ver [7], p. 8. 
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fueron escritos algunos de los tratados matemáticos que aún se conservan, lo que hace más 
difícil una evaluación de sus aportaciones. 

No obstante lo anterior, es posible damos una idea más o menos fidedigna de algunos de 
sus logros. Por ejemplo, los textos conocidos como los Siddhántas, escritos en verso hacia 
el final del siglo IV y principios del V, son tratados que comprenden cuestiones 
astronómicas en los que están presentes algunos conceptos de trigonometría plana y 
esférica; es de hacer notar que las reglas de cálculo involucradas en estos textos se 
presentan con explicaciones muy breves y no se dan demostraciones de los métodos usados. 
Además, de acuerdo con varios historiadores occidentales, se puede observar una clara 
influencia griega pues la trigonometría y astronomía involucradas son muy similares a lo 
propuesto por Ptolomeo en el siglo II. Sin embargo, en los Siddhántas se introduce por 
primera vez en las matemáticas lo que ahora llamamos el seno de un ángulo y que según 
Boyer, es la principal contribución de estos tratados a la historia de las matemáticas [1, p. 
209], 

Mención aparte debemos hacer del Aryabhatiya, tratado escrito en verso por Aryabhata en 
499. El contenido de esta obra es una síntesis de conocimientos previos relacionados con 
reglas de cálculo usadas en astronomía y en las matemáticas necesarias para tomar medidas 
(v.g. cálculo de áreas). Es oportuno señalar que el autor muestra poco interés en seguir una 
metodología lógica y no se preocupa por averiguar la veracidad de los métodos usados. De 
hecho, varias de las reglas expuestas sobre las matemáticas de las mediciones son 
incorrectas, lo que nos muestra muy poca preocupación por demostrar estas reglas en 
contraste con las matemáticas griegas. 

Por ejemplo, la fórmula que se da para calcular el área de un triángulo es correcta: la mitad 
del producto de la base por la altura; sin embargo, la fórmula para el volumen de una 
pirámide se presenta como lo análogo en el espacio del caso anterior: la mitad del producto 
del área de la base por la altura, lo cual es incorrecto. 

Otro ejemplo donde se aprecia esa falta de rigor a la que hemos hecho referencia es el 
siguiente: el área un trapezoide se calcula correctamente como la mitad del producto de la 
suma de las longitudes de los lados paralelos por la longitud de la perpendicular entre ellos. 
Pero luego se hace una afirmación muy extraña donde se dice que para calcular el área de 
cualquier figura plana se deben determinar las longitudes de dos de sus lados y el área 
buscada es el producto de ellas. 

Por otra parte, para darnos una idea de lo florido del lenguaje que usa Aryabhata en su 
texto, presentamos el siguiente ejemplo: En la regla de tres, multiplica la fruta por el deseo 
y divide por la medida. El resultado será la fruta del deseo. Notemos que si en la ecuación 
ax = bc , donde a es la medida , b es la fruta y c el deseo , entonces la fruta del deseo sería x 
y en el procedimiento anterior se establece que x = ^ . 

Es importante recalcar que a pesar de sus fallas, el Aryabhatiya es un trabajo de gran 
significado para las matemáticas pues en él podemos encontrar referencias a un sistema de 
numeración posicional de base 10: "De lugar en lugar cada uno es diez veces el anterior ", 
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nos dice Aryabhata en su texto, y aquí encontramos los primeros usos de un sistema de 
numeración que se distingue de cualquier otro por los siguientes tres aspectos: (1) su base 
es decimal, es decir, se cuenta por medio de potencias de diez; (2) el principio de 
numeración es posicional, lo cual significa que el valor de un numeral depende de la 
posición, y (3) el uso de un símbolo especial para cada uno de los diez numerales, los 
cuales evolucionaron en occidente hasta convertirse en 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 y 0. Aquí es 
necesario observar que el símbolo hindú para el cero se introdujo mucho tiempo después 
que los otros numerales, como veremos más adelante. 

Debemos señalar que ninguna de las tres características anteriores es de origen hindú. Por 
ejemplo, los egipcios y los griegos usaban sistemas de numeración de base diez aunque no 
eran posicionales; ya hemos visto, en la primera parte, que los babilonios usaban un sistema 
posicional de base 60, y, con respecto al punto (3), en la matemática griega también 
encontramos símbolos especiales para los primeros diez dígitos. Sin embargo, parece ser 
que fue en India donde por primera vez se fusionaron los tres aspectos ya mencionados, lo 
que dio origen a nuestro sistema de numeración. 

En los Siddhántas y en el Aryabhatiya encontramos ciertos elementos de trigonometría que 
son una herramienta importante en astronomía. Si bien el gran matemático y astrónomo 
griego Ptolomeo, quien vivió aproximadamente del año 85 al 165 de nuestra era, introdujo 
algunos conceptos trigonométricos y elaboró tablas trigonométricas para sus estudios 
astronómicos, estos se basaban en la relación entre las cuerdas de un círculo y los ángulos 
centrales que estas subtienden. En cambio, en India se estudió la correspondencia entre la 
mitad de una cuerda de un círculo y la mitad del ángulo que subtiende al centro la cuerda 
total; esta relación funcional es la precursora de lo que ahora conocemos como la función 
seno de un ángulo. 

Por otra parte, la geometría parece no haber interesado mucho a los matemáticos hindúes 
pues les bastaban las reglas elementales usadas en sus mediciones y, como nos dice Boyer, 
"En vez de eso, a los matemáticos hindúes les fascinaba trabajar con los números, ya sea 
que este trabajo involucrara las operaciones aritméticas ordinarias o la solución de 
ecuaciones determinadas e indeterminadas" [1, p.216]. Así, los métodos que usaban para 
sumar y multiplicar eran similares a los que usamos actualmente. Más aún, desarrollaron un 
método para la división de enteros positivos que llegó a Italia a través de los árabes. No es 
posible establecer fechas específicas para este evento, aunque ya en 1202 el método fue 
usado por Fibonacci (1170-1250) y se extendió su uso por toda Europa hasta que fue 
sustituido definitivamente durante el siglo XVII por el método que usamos actualmente, el 
cual tiene sus orígenes en el siglo XV. 

Una contribución importante de las matemáticas hindúes al álgebra tuvo lugar con 
Brahmagupta (598-670). Su obra más significativa, el Brahmasphuta Siddhanta es un texto 
sobre trigonometría, geometría y álgebra, y al igual que en los trabajos que le precedieron, 
se mezclan resultados correctos con otros que son incorrectos. Sin embargo, los que tienen 
que ver propiamente con álgebra son mucho más importantes que las fórmulas para calcular 
áreas, y Brahmagupta da soluciones generales para ecuaciones cuadráticas e incluso 
considera el caso de soluciones negativas. Más aún, este es el primer texto antiguo en 
donde se da un tratamiento sistemático de la aritmética con números negativos. 
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Recordemos que en la primera parte mencionamos que Diofanto en su Aritmética concluye 
que "más por menos es menos" y "menos por menos es más " por medio del análisis de 
expresiones del tipo (a-b)(c - d) = ac - ad-be + bd , para números naturales a,b,c,d , 
donde a > b y c > d ; sin embargo, en el caso de las matemáticas en India, estas fórmulas 
se convierten en verdaderas reglas aritméticas y en el Brahmasputa encontramos que: 

"Positivo dividido por positivo, o negativo por negativo, es afirmativo. Cifra dividida por 
cifra es cero. Positivo dividido por negativo es negativo. Negativo dividido por afirmativo 
es negativo. Positivo o negativo dividido por cero es una fracción con eso por 
denominador." [1, p. 220]. 

Con respecto a la división por cero, presente en el párrafo anterior, es necesario abundar un 
poco más, y para ello diremos algunas palabras sobre el origen del cero, aunque es 
imposible decir con certeza cuándo y dónde surgió éste. Primeramente es necesario 
recordar (ver parte I), que la Mesopotamia fue cuna de una civilización matemáticamente 
avanzada y desarrollaron un sistema de numeración posicional de base 60. Durante miles de 
años no tuvieron un símbolo para denotar el cero, pero alrededor del 330 a. C., los 
babilonios ya habían inventado un símbolo especial para denotar una posición vacía. Este 
símbolo sólo se usaba en casos tales como 2x60 3 +0x60 2 + 20x60 + 59x60° =217259, 
mientras que para un número de la forma 13x60 2 +33x60 + 0x60° =48780, había 
ambigüedad pues no se usaba dicho símbolo para indicar una posición vacía en las 
unidades. 

Por otra parte, en la época de oro de las matemáticas griegas (de 600 a 200 a. C., 
aproximadamente), nunca hubo preocupación alguna por inventar un símbolo para denotar 
la ausencia de cantidad, y eso está directamente vinculado con la filosofía griega sobre la 
nada (el vacío, el no-ser), que era reacia a aceptar esos conceptos. Además, todo número 
representaba la longitud de un segmento de recta, un área o un volumen, lo cual hacía más 
difícil el uso del cero como un número. Sin embargo, en los trabajos astronómicos de 
Ptolomeo es posible encontrar un símbolo para representar una posición vacía, que era algo 
parecido a la letra griega ómicron (o), aunque en otros trabajos éste aparece con otras 
representaciones. Incluso en el trabajo de Diofanto se puede apreciar cierta notación para el 
cero (ya para esa época, en el sistema numérico griego se alcanza a percibir cierta 
inclinación por un sistema posicional). 

Debido a lo anterior, es posible que el cero haya pasado de Alejandría a India y que allí se 
haya asimilado con el sistema decimal de numeración que ya usaban los hindúes. De 
cualquier manera, es claro que el uso de un símbolo para el cero en India, similar al que 
usamos actualmente, fue posterior al de los otros numerales y el registro más antiguo en el 
que aparece este símbolo es en una inscripción que puede datarse en el año 876, en la cual 
los números 50 y 270 se escriben usando el cero [9, p. 69]. 
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La plabra hindú para referirse al cero era sünya, que significa vacío y pasó al árabe como 
as-sifr o sifr. Después, cuando Fibonacci 2 escribe su Líber Abad , el término pasa a ser 
zephirum y, posteriormente, otros autores lo llaman tziphra, zeuero, ceuero y zepiro. Otros 
nombres que vinieron después fueron sipos , tsiphron, zeron, cifra y cero [9, pp.72-73]. De 
lo anterior, se ve que la palabra cifra que usamos actualmente, en realidad era usada para 
nombrar el cero. 

Es también oportuno señalar que los mayas, que habitaron la península de Yucatán y parte 
de América Central, tenían un sistema de numeración posicional de base 20 y sus logros 
astronómicos fueron notables. El período de máximo esplendor de esta gran civilización se 
sitúa del año 250 al 900 de nuestra era, aproximadamente, y fueron capaces de inventar un 
símbolo especial para el cero. 

Podríamos abundar más sobre el origen y uso del cero en estas y otras civilizaciones, pero 
el espacio nos impone restricciones por lo que es necesario retomar el trabajo de 
Brahmagupta y hacer los comentarios finales sobre el mismo. 

En la cita anterior tomada del Brahmasphuta vemos que las frases “ cifra [cero] dividida 
por cifra [cero] es nada ” y “positivo o negativo dividido por cero es una fracción con cero 
por denominador” nos indican división por cero y el autor falla en interpretar esas 
divisiones. Sin embargo, no hay que ser demasiado severos al juzgar este error pues, 
incluso en pleno siglo XVIII, grandes matemáticos como Euler y D'Alembert afirmaban 
que 0/0 podría ser cualquier número. Sería hasta bien entrado el siglo XVIII cuando se 
reconocería que la división por cero no está definida. [6, pp. 10-15]. 

Con respecto a ecuaciones cuadráticas, Brahmagupta da una regla satisfactoria para 
resolverlas y usa un simbolismo que nos hace pensar en un álgebra abreviada. Por ejemplo, 
la ecuación x 2 - lOx = -9 aparece en su texto como 

ya v 1 ya 10 
ru 9 , 

donde el punto sobre los numerales indica una cantidad negativa. Así, ya v 1 significa íx 2 , 
ya 10 es -1 Ox y ru 9 corresponde a = -9. 

La solución se da en la forma siguiente: Aquí el número absoluto (9) multiplicado por (1) 
el [coeficiente del] cuadrado (9 ), y agregado al cuadrado de la mitad del [coeficiente del] 
término medio, esto es, 25, hace 16; de lo cual la raíz cuadrada es 4, menos la mitad [del 
coeficiente de la] de la incógnita (5), es 9; y dividido por el [coeficiente del] cuadrado (1) 
produce el valor de la incógnita 9. 

En nuestra terminología, esto es equivalente a 

x= V-9xl + (-5) 2 -(-5) =rJ 

1 


2 Más adelante nos ocuparemos de Leonardo de Pisa, más conocido como Fibonacci. 
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Por otra parte, Brahmagupta parece haber sido el primero en dar una solución general para 
la ecuación lineal Diofantina ax + by = c , donde a, b y c son números enteros y la solución 
que se busca es entera. En el lenguaje de teoría de números, resolver esta ecuación es 
equivalente a encontrar todas las soluciones de la congruencia ax = c(mod¿>), las cuales 
existen si y sólo si el máximo común divisor de a y b divide a c; en el caso de que {a,tí) = 1, 
es decir, si a y b son primos relativos, Brahmagupta da todas las soluciones de esta 
ecuación, que nosotros escribiríamos como x = p + mb y y = q —ma , donde m es un 
entero arbitrario y p, q son soluciones particulares. 

Brahmagupta también se da a la tarea de resolver ecuaciones cuadráticas indeterminadas 
del tipo Nx 2 +1 = y 2 . Así, para la ecuación 8x 2 +1 = y 2 obtiene soluciones (1,3), (6,17), 
(35,99), (204,577), (1189,3363), etcétera. Para la ecuación llx 2 +1= y 2 da las soluciones 
(3,10), (161/5,534/5), etcétera. Pero Brahmagupta nos sorprende gratamente al dar la 
solución más pequeña para la ecuación 61x 2 +l = y 2 que es x = 226153980, y = 
1766319049. 

Otro matemático hindú que hizo importantes contribuciones al álgebra fue Bhaskara quien 
vivió de 1114 a 1185. Se sabe que escribió al menos seis textos matemáticos pero los más 
conocidos son el Vija-Ganita y el Lilavati, los cuales contienen una gran variedad de 
problemas que involucran ecuaciones lineales y cuadráticas, cálculo de áreas, progresiones 
aritméticas y geométricas, y temas pitagóricas, entre otros. Muchos de estos problemas 
provienen de textos hindúes anteriores tales como el Brahmasphuta Siddhánta, y aunque es 
posible encontrar algunos errores en los textos mencionados, Bhaskara corrige varias de las 
fallas en las que incurrió Brahmagupta. 

Por ejemplo, en el Vija-Ganita se aborda el problema de la división por cero: Afirmación. 
Dividendo 3. Divisor 0. Cociente, la fracción 3/0. Esta fracción de la cual el denominador 
es cifra [cero], es llamada una cantidad infinita. En esta cantidad que consiste de eso que 
tiene a cifra [cero] por divisor, no hay alteración aunque mucho sea agregado o extraído; 
tal y como ningún cambio ocurre en el infinito e inmutable Dios. 

De este modo, Bhaskara es el primero en afirmar que el cociente de una cantidad positiva al 
ser dividida por cero es infinito. De hecho las palabras ... no hay alteración aunque mucho 
sea agregado o extraído... nos llevan directamente al problema del infinito que sólo se 
resolvió con George Cantor en el último cuarto del siglo XIX y que desde la época de los 
griegos había desafiado a las mentes más brillantes, tanto de las matemáticas como de la 
filosofía y la teología. Así, es Cantor quien pudo dar una respuesta satisfactoria a la 
pregunta “¿Qué es el infinito?”, y nos mostró que hay muchos tipos de infinitos diferentes. 
Más aún, estableció que un conjunto es infinito si es equivalente a una parte propia de sí 
mismo. Por ejemplo, los números naturales son un conjunto propio de los números enteros 
pero los dos tienen exactamente la misma cantidad de elementos (son equivalentes). De esta 
manera, si a los naturales les agregamos el conjunto infinito formado por 0,-1, -2, -3, -4, 
..., obtenemos los enteros pero ¡el tipo de infinito no cambia!, como dice Bhaskara. 
Igualmente, si al conjunto de los números enteros le quitamos cualquier subconjunto 
propio, ¡nos queda un conjunto infinito! 
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Desafortunadamente, adentrándonos más en el texto, Bhaskara afirma que | • 0 = a, lo 
cual nos dice que no se entendía claramente la división por cero. 

Por otra parte, otro de los grandes logros de Bhaskara tiene que ver con su estudio de la 
ecuación de PelE px 2 + q = y 2 que ya había sido abordada por Brahmagupta para el caso q 
= 1, pero Bhaskara perfecciona el método de aquél y considera los casos <7 = -4, -2, -1, 1, 2, 
y 4. En particular, demuestra cómo resolver la ecuación y 2 = 67 x 2 +1, para la cual 
encuentra la solución x = 5967, y = 48842. 

Sin duda, las contribuciones hindúes a las matemáticas, y en particular al álgebra, son 
relevantes y un punto importante el cual debemos recalcar es que, a diferencia de los 
griegos, ellos sí consideraban verdaderos números a las raíces irracionales de números tales 

como V2 , yÍ3 , etcétera, y que después sería de mucho significado para el álgebra. Quizá, 
como nos dice Boyer, esto fue "... el resultado de una lógica muy inocente en vez de 
brillantez matemática. Hemos visto la falta de una adecuada distinción por parte de los 
matemáticos hindúes entre resultados exactos e inexactos, y era natural que ellos no 
tomaran seriamente la diferencia entre magnitudes conmensurables e 
inconmensurables ...", y después continúa: "Las matemáticas en India eran, como hemos 
dicho, una mezcla de lo bueno y lo nudo. Pero algunas de las cosas buenas eran 
superlativamente buenas ..." De cualquier manera, es claro que sus contribuciones han sido 
muy importantes y tan sólo con el sistema de numeración que nos legaron hubiera bastado 
para darles su lugar en la historia. 


LA APORTACIÓN ÁRABE 

Podemos decir que la historia de la cultura árabe, al menos en sus orígenes y su rápida 
expansión, es la historia del Islam. En efecto, en el siglo VI, la mayoría de la población de 
la península arábiga estaba formada por tribus nómadas independientes (beduinos), cada 
una con un líder (jeque); practicaban una religión politeísta con divinidades locales por lo 
que no era inusual que cada tribu tuviera sus dioses propios. Ciudades como La Meca y 
Yatrib 4 habían florecido alrededor de oasis y prosperaban con el comercio pues eran paso 
obligado de las caravanas que hacían la ruta de India a occidente. 

En este ambiente y hacia el año 570 nace, en La Meca, Abú al-Qasim Mohamed ibn Abdalá 
en el seno de la familia Hashim, y quien sería conocido en occidente como Mahoma. Su 
familia era uno de los clanes de comerciantes más poderosos e influyentes de la ciudad; 
quedó huérfano y fue educado por su tío Abú Talib a quien acompañó en varios viajes de 
negocios en los cuales tuvo contacto con judíos y cristianos. Se casó a los 25 años con la 
viuda Jadiya, quien le proveyó los recursos para independizarse y emprender sus propios 
negocios. 

Hacia 610 tuvo una revelación en la que se le apareció en arcángel Gabriel y le comunicó 

3 Atribuida erróneamente a John Pell, quien al parecer la estudió alrededor de 1688. 

4 Después vendría a ser Medina. 
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que él era el mensajero elegido por Alá (Dios). Estas revelaciones se repetirían a lo largo 
de su vida y de acuerdo con la tradición, cuando el profeta recibía una revelación, la 
recitaba a sus discípulos quienes la aprendían de memoria o la escribían. En 613 empieza a 
predicar en La Meca y despierta hostilidades entre las familias poderosas de esa ciudad; sin 
la protección familiar, tuvo que emigrar a Medina en el año 622. Esta "huida", que se 
conoce como la hégira, marca el nacimiento del Islam. 

Una vez en Medina, consiguió la conversión de las tribus locales a la nueva religión 
monoteísta, que recogía elementos árabes, judíos y cristianos. Mahoma se convierte en un 
líder espiritual con mucho poder político. Los enfrentamientos con La Meca no se hicieron 
esperar por lo que las dos ciudades se enfrentaron en varias batallas con saldo a favor del 
profeta, y las cuales terminaron en 627. Expulsa por ese tiempo a los judíos de la ciudad de 
Medina que no se convierten al Islam y consigue muchos más adeptos, incluso de la ciudad 
enemiga. En 630, La Meca se rinde definitivamente y consigue la lealtad de las tribus más 
poderosas de la ciudad y se convierte así en el hombre más poderoso de Arabia y unifica a 
muchas de las tribus nómadas de la península por lo que nace el estado árabe, con el Islam 
como la religión oficial. Regresa a Medina y emprende una campaña contra Siria. En 632 
hace otra peregrinación a La Meca y muere al año siguiente. 

Después de su muerte, la expansión del Islam continúa y ya para 651 el estado musulmán 
se había extendido hasta alcanzar Damasco, Jerusalén, Alejandría, Egipto, Mesopotamia y 
Persia. En 650 los escritos y relatos orales de las revelaciones del último de los profetas 
fueron recopilados en el Corán 5 , que es el libro sagrado de los musulmanes. Las conquistas 
árabes continuaron y a pesar de los conflictos intemos, la organización económica y 
religiosa, más que la política, era lo que mantenía unido al estado árabe. Ya en el año 750, a 
poco más de un siglo de haber surgido, los conquistadores musulmanes habían expandido 
sus dominios hasta India, el norte de Africa y casi la totalidad de la península Ibérica. 

Una característica importante de esta conquista es que los súbditos no eran obligados a 
convertirse al Islam y, de hecho, judíos y cristianos eran tolerados. Las luchas internas 
trajeron como consecuencia la separación política en dos estados islámicos, uno de 
occidente y otro de oriente. El imperio de oriente, bajo el mando del califa al-Mansur fundó 
la ciudad de Bagdad en 762 a orillas del río Tigris y convirtió a ésta en la capital del estado 
árabe de oriente y, gracias a la tolerancia religiosa y cultural, pronto floreció como un 
centro político, religioso y comercial, con una intensa actividad. 

Bajo el régimen del califa Harún al-Rashid, de 786 a 809, Bagdad alcanzó su máximo 
esplendor y llegó a ser un centro científico muy importante que daba cabida a académicos 
hindúes, persas, sirios, judíos y cristianos. En particular, en lo que respecta a las 
matemáticas, Bagdad vino a ser la nueva Alejandría y bajo el régimen del califa al-Mamún, 
de 809 a 833, se llevó a cabo una labor de traducción sin precedentes de todos los tratados 
griegos disponibles. Cuenta la tradición que al-Mamún tuvo un sueño en el cual aparecía 
Aristóteles, por lo que ordenó traducir todos los trabajos griegos que se pudieran conseguir, 


5 al-Qur'an, la lectura. 
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entre los que se contaban Los Elementos de Euclides y el Almagesto 6 de Ptolomeo, y 
fundó una Casa de la Sabiduría, que sería lo equivalente a un centro de investigación de la 
actualidad. 

Entre los académicos de la Casa de la Sabiduría estaba el matemático y astrónomo al- 
Juarismi (780-850), de quien ya hablamos en la primera parte. Apuntábamos allí que el 
trabajo de este matemático ejerció gran influencia en el desarrollo de las matemáticas en 
Europa, pues su libro sobre el sistema de numeración hindú y su libro de álgebra fueron 
determinantes en esta etapa de la evolución de las matemáticas. 

En el Hisáb al-jabr w’al-muqabalah, o al-jabr, como le llamaremos aquí, al-Juarismi nos 
dice que el libro fue escrito a petición del califa al Mamún, "... quien me alentó a 
componer un pequeño trabajo sobre [cómo] Calcular por medio de [las reglas de] 
Completación y Reducción, confinándose a lo que es lo más fácil y más útil en aritmética, 
tal como los hombres lo requieren en sus casos de herencias, legados, reparticiones, 
pleitos y comercio, y en todos sus tratos con otro, o donde la medida de tierras, la 
excavación de canales, cálculos geométricos y otros objetos de varias clases y tipos estén 
involucrados ..." según se lee en el prólogo de esta obra [7, p. 3]. 

El al-jabr se divide en tres partes. En la primera de ellas se explica cómo resolver 
problemas que involucran la cosa y su cuadrado, a los cuales al-Juarismi llama shai y mal, 
respectivamente. Así, estos problemas equivalen para nosotros a resolver ecuaciones 
lineales y cuadráticas, que el autor clasifica en seis tipos diferentes y de los cuales ya 
hablamos en la parte I. 

Como ya sabemos, el álgebra en ese tiempo era verbal y presentamos un ejemplo tomado 
del al-jabr para darnos una idea de esto. El problema propuesto por al-Juarismi es el 
siguiente: He dividido diez en dos porciones. “He multiplicado una de las porciones por la 
otra. Después de esto, he multiplicado la una de las dos por sí misma, y el producto de la 
multiplicación por sí misma es tanto como cuatro veces el de una de las porciones por la 
otra ’’ [7, p. 35]. 

Al-Juarismi procede a resolver este problema de la manera siguiente: Llama cosa a una de 
las porciones; la otra es diez menos la cosa. Al multiplicar las dos obtiene diez cosas menos 
un cuadrado (mal), y siguiendo con el problema, le resulta la “ecuación”: “Un cuadrado, el 
cual es igual a cuarenta cosas menos cuatro cuadrados’’. Notemos que si x es la cosa, 
entonces 10-x es diez menos la cosa. Multiplicamos x consigo misma y obtenemos x 2 que 
debe ser igual a cuatro veces el producto de x por 10-x. Es decir, nos resulta la ecuación 

x 2 = 4,v(10-.v), 


por lo que 


x 2 = 40.v - 4 x 2 . 


6 Almagesto, el más grande, es el nombre que le dieron los árabes a la obra astronómica de Ptolomeo, llamada 
Syntaxis Mathematica y se le llamaba Magiste, la más grande, para distinguirla de otras obras de menor 
relevancia. 
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Al-Juarismi usa al-jabr para restaurar el balance: 

x 2 + 4 x 2 = 40a - 4 x 2 + 4 x 2 , 

luego aplica al-muqdbalah para cancelar los opuestos: 

5a 2 = 40.r, 

de donde 


x 2 = 8 a , 

y se obtiene x = 8. 

La segunda parte del al-jabr trata sobre las matemáticas de la medición, esto es, de 
fórmulas para el cálculo de áreas y volúmenes. Por ejemplo, da tres fórmulas para calcular 
el perímetro de una circunferencia y dos de ellas son de origen griego, mientras que la 
tercera, que encontramos en el trabajo de Brahmagupta, es notable porque nos da una muy 
buena aproximación para la razón del perímetro de la circunferencia a su diámetro: n = 
3.14.16. En la tercera parte del al-jabr se discuten problemas de herencias que son resueltos 
por medio de ecuaciones lineales y aritmética elemental, pero que nos muestran un 
complicado sistema de herencias en la cultura árabe. 

Otro gran matemático árabe que hizo contribuciones importantes fue Thabit ibn-Qurra 
(836-931), quien trabajó en astronomía y estudió ecuaciones cuadráticas y sus soluciones; 
escribió un pequeño trabajo al respecto, en el cual se propone verificar y justificar los 
métodos usados por los algebristas en sus problemas, pero usando herramientas 
geométricas. Sus aportaciones más importantes tienen que ver con Teoría de Números, más 
específicamente con la determinación de números amigables. Un aspecto importante del 
trabajo de ibn-Qurra es que fundó una escuela de traducción y gracias a él se conocen los 
primeros siete libros de las cónicas de Apolonio; de otra manera, sólo se hubieran conocido 
los primeros cuatro. 

Las diferentes facetas de matemático, poeta, filósofo y astrónomo se conjugaron en Ornar 
Khayyam (c. 1050-1123). Sus contribuciones al álgebra son importantes pues escribió un 
tratado de álgebra que va mucho más allá del de al-Juarismi pues aparte de presentar la 
teoría para resolver la ecuación de segundo grado, aborda la solución de ecuaciones cúbicas 
por medio de construcciones geométricas. Las soluciones que obtiene en el caso de la 
cúbica están dadas como los puntos de intersección de curvas; por ejemplo, una hipérbola 
y un círculo, o una hipérbola y una parábola. 

Recordemos que este problema ya había sido abordado por Arquímedes, pero Ornar 
Khayyam da un tratamiento sistemático que incluye muchos casos, de acuerdo a los 
coeficientes de la cúbica, pues, al no manejar números negativos, se tenían distintos tipos 
de esta ecuación, como por ejemplo, cubos y cuadrados iguales a números {ax 3 +bx 2 =c), 
o cubos y raíces iguales a cuadrados ( ax 3 + bx = ex 2 ), etcétera. 

Otros matemáticos árabes destacados fueron: Muhamed Abu'l-Wefa (940-998), a quien se 
le atribuye un tratado de álgebra, la traducción de la Aritmética de Diofanto y una versión 
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abreviada del Almagesto; Abu Bekr al-Kharki (953-1029), quien escribe un texto de 
álgebra, el Al-Fakhri, y se le da crédito por haber dado la primera solución numérica de 
ecuaciones de la forma ax 2n + bx n = c ; algunos opinan que es el primer matemático en 
liberar completamente al álgebra de las operaciones geométricas y reemplazarlas con 
operaciones de tipo aritmético. 

Otros matemáticos importantes fueron Abu Kamil Shuja (850-930), Abu Jafar al-Khazin 
(900-971), Abu Ali al-Haytham (965-1040) y Abu Rayhan al-Biruni (973-1048). 
Podríamos mencionar a algunos más pero creemos que los anteriores son bastante 
representativos de la contribución árabe a las matemáticas y en particular al álgebra. 

Las anteriores son algunas de las aportaciones de la cultura arábiga a las matemáticas, 
particularmente al álgebra. Sin embargo, es importante notar que abarcaron muchas áreas 
del conocimiento. Por ello, la deuda que occidente tiene con esta cultura es incalculable, 
pues no sólo preservaron y transmitieron mucho del conocimiento helénico, sino que 
también hicieron contribuciones originales muy valiosas y diversas; en particular, el álgebra 
árabe dista mucho de la de sus antecesores. Por otro lado, no sabemos con certeza el por 
qué de ese interés en el álgebra por parte de los árabes; quizá una pista podría dárnosla su 
complicado sistema de leyes de herencia pues la división de las propiedades involucraba el 
tener que resolver ecuaciones algebraicas bastante sofisticadas. De cualquier manera, su 
legado ha sido decisivo en el desarrollo de esta ciencia. 

Por último, diremos que es posible distinguir cuatro características en las matemáticas 
árabes: su sistema numérico y su aritmética se derivan de fuentes indias, pero los árabes le 
agregaron su invención de las fracciones decimales. Su álgebra tiene raíces griegas, indias 
y babilónicas pero los árabes le dieron una nueva forma. Su trigonometría tiene esas 
mismas fuentes pero pudieron hacer una combinación de ellas y obtener nuevas fórmulas y 
funciones. Finalmente, su geometría es griega en su forma, si bien combina los contenidos 
y métodos de Euclides, Apolonio y Arquímedes. Esto hace que la contribución árabe a la 
matemática y a la ciencia en general sea de mucha valía, lo que merece un justo 
reconocimiento. 


LOS COMIENZOS DEL ALGEBRA EN EUROPA 

Como ya hemos apuntado, los historiadores consideran que la Edad Media en Europa 
comienza con la caída de Roma en 476 y termina con la conquista de Constantinopla en 
1453 por parte de los turcos. En los casi mil años que duró este período, se conjuntaron en 
Europa muchos factores de tipo político, religioso, social y económico que trajeron como 
consecuencia un estancamiento en muchas de las actividades que son vitales para el 
progreso del hombre. Actitudes que, en el mejor de los casos, eran de abierta desconfianza 
hacia el estudioso de las ciencias. Mientras que en los siglos V a XII en la India y el mundo 
árabe se dieron grandes contribuciones a la ciencia en general, y a las matemáticas en 
particular, la Europa vivió horas muy negras de inestabilidad y retroceso. En contraste, la 
España árabe de los siglos VIII a XII fue un centro cultural muy importante al que 
concurrían todos los europeos interesados en aprender la ciencia arábiga. 
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Es entonces significativo que el siglo XII represente un parteaguas en la historia de la 
ciencia en Europa. En efecto, el sistema de enseñanza cambió radicalmente pues en ese 
siglo nacieron las universidades y se asumió una nueva actitud hacia las ciencias físicas y 
matemáticas. Varios teólogos también asumieron una posición más inquisitiva con respecto 
a la naturaleza y surgió un nuevo y manifiesto interés por la filosofía. 

Estos teólogos y pensadores del siglo XII realmente marcaron una diferencia con respecto a 
los escolásticos que les precedieron y sus críticas al status quo predominante fueron 
importantes en la medida en que se cuestionó la apatía de la mayoría de los hombres 
letrados de ese tiempo por tratar de entender la naturaleza pues "... no buscaban descubrir 
en la naturaleza 'razones' o 'causas naturales', sino significados o enseñanzas religiosas y 
morales..." [10, p. 98]. Por ejemplo, Guillermo de Conches, refiriéndose a los clérigos que 
no tienen interés por el conocimiento, dice de ellos: "Quieren que todos los demás sean 
compañeros de su ignorancia; no quieren que los demás se dediquen a la investigación: 
quieren que creamos a la manera de los campesinos, sin buscar la razón en nada..." [10, 
pp. 88-90]; y Adelardo de Bath (1075-1160), en sus reproches a aquellos autores cegados 
por el prestigio de la autoridad, les dice: "Yo, en efecto he aprendido de mis maestros 
árabes a tomar la razón como guía; pero tú, sometido a los falsos pretextos de la 
autoridad, te dejas conducir con un ronzal... Porque no comprendéis que la razón ha sido 
otorgada a cada individuo a fin de que pueda discernir lo verdadero de lo falso, utilizando 
la razón como juez supremo." [10, p. 96]. 

Los cambios que trajo el siglo XII fueron en especial favorables a las matemáticas pues se 
reavivó el interés por el estudio de esta ciencia en Europa, que fue alimentado por la 
inmensa labor de traducción de los textos científicos árabes al latín, que se había iniciado 
en el siglo X en el norte de España y siguió durante el siglo XI; sin embargo, cuando los 
cristianos españoles liberaron Toledo del dominio árabe en 1085, el movimiento traductor 
continuó con un fervor inusitado y en el siglo XII dicha actividad creció aún más. De esta 
manera, occidente tuvo acceso a muchos de los tratados de filosofía, matemáticas, medicina 
y astronomía (aunque también de magia, alquimia y astrología), escritos por autores y 
eruditos árabes, o bien que provenían de la antigüedad clásica a través de los traductores 
musulmanes. 

Algunos de los escolásticos más destacados que llevaron cabo esta importantísima labor 
fueron Adelardo de Bath, Platón de Tívoli (c. 1116-1180), Rodolfo de Bruges (c. 1125- 
1150), Domingo Gundisalvo (c. 1130-1180), Robert de Chester 7 (c. 1140), Hermann el 
Dálmata (c. 1143), Juan de España 8 (murió en 1180) y Gerardo de Cremona (1114-1187). 
La mayoría de ellos eran eclesiásticos y algunos tuvieron cargos importantes en la iglesia 
de ese tiempo. De hecho, casi todas las traducciones se realizaban en los monasterios 
cristianos y la escuela de traductores del Arzobispo Raimundo de Toledo llegó a ser una de 
las más importantes. Sin embargo, tampoco en este caso debe quedar la impresión de que 
sus aportaciones sólo quedaron al nivel de la traducción de textos, pues sabemos que 
también se estudiaba y asimilaba lo traducido. Por ejemplo, los métodos árabes e hindúes 
para resolver ecuaciones cuadráticas ya se dominaban desde finales del siglo XI. 


7 De origen inglés, se sabe que vivió en España de 1140 a 1147 y fue archidecano de Pamplona en 1143. 
s Conocido también por Juan de Sevilla y Johannis Hispaliensis. 
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De esta manera, todo ese conocimiento se fue divulgando, por lo que a comienzos del 
siglo XIII ya habían empezado a circular textos escritos por autores europeos. En especial, 
tres trabajos sobre el uso de los números indo-arábigos son de llamar la atención: El 
Carmen de Algorismo de Alexandre de Villedieu (c. 1225); el Algorismus vulgaris de John 
de Halifax (c. 1200-1256), y el Líber Abaci de Leonardo de Pisa (1170-1250). Aunque los 
dos primeros son importantes, comentaremos un poco más sobre el tercero, dada su 
relevancia en la historia del álgebra. 

Leonardo de Pisa (1170-1250), es mejor conocido por Fibonacci que es una abreviación de 
filio Bonacci (hijo de Bonacci); fue hijo de Guilielmo, de la familia Bonnacci, quien era 
representante de los mercaderes de Pisa (Italia) en el comercio que éstos realizaban en el 
norte de África. Es por eso que Leonardo estudió con un maestro árabe y viajó por Egipto, 
Siria y Grecia, y así aprendió el álgebra y el sistema de numeración de los árabes; él mismo 
nos lo cuenta en el Líber Abaci: 

"Cuando mi padre, quien había sido nombrado por su país como notario público de la 
aduana en Bugia en representación de los mercaderes pisemos que iban cdlí, estaba en su 
cargo, me llevó con él mientras yo era todavía un niño, y teniendo un ojo para lo útil y las 
conveniencias futuras, quiso que permaneciera cdlí y recibiera instrucción en la escuela de 
contabilidad. Cuando fui introducido cd arte de los nueve símbolos de los hindúes por 
medio de una muy buena enseñanza, el conocimiento del arte muy rápidamente me 
complació sobre todo lo demás y logré entenderlo..." 

Esto nos muestra que también el comercio desempeñó un papel muy importante en la 
transmisión del conocimiento árabe a Europa; en particular, los mercaderes italianos 
estuvieron usando los números indo-arábigos para sus asuntos mercantiles desde mucho 
antes que se extendiera su uso en el continente. En apoyo de esta tesis, debemos señalar que 
estos numerales ya se conocían en la España del siglo X, pues se sabe que en 980 Gerbert 
de Aurillac ( ca. 940-1003) ya los enseñaba. Este religioso, que en 999 sería nombrado Papa 
(Silvestre II), llegó a España en 967; estudió en Barcelona y también, con maestros árabes, 
en Córdova y Sevilla. Es posible que su aprendizaje sobre los números indo-arábigos lo 
haya obtenido mientras estudiaba en el monasterio de Santa María de Ripoll, un centro 
educativo muy conocido, situado cerca de Barcelona. De hecho, Smith en [9, pp. 75-76] 
escribe: "... Existe considerable evidencia que apoya la creencia de que los monjes en este 
claustro obtuvieron su conocimiento de estos numerales a través de fuentes mercantiles que 
estaban en comunicación con el Este, en vez ele los cancdes moros en la España 
mahometana." 

Por otra parte, el Líber Abaci, que apareció en 1202, no es un libro sobre el uso del ábaco 
como su nombre lo indica, sino que es un tratado muy completo en el que se incluyen 
problemas en los cuales se usa el sistema de numeración indo-arábigo de las "nueve figuras 
significativas " y el cero (zephirum para Fibonacci). También en él se explican las 
operaciones aritméticas y la extracción de raíces, problemas sobre transacciones 
comerciales y cálculos sobre conversión de diferentes tipos de monedas. 


9 Puerto del Mediterráneo al noreste de Argelia. 
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Uno de los capítulos del Líber Abad tiene por nombre Aljebra el almuchabala y en él se 
discuten métodos algebraicos para la solución de ecuaciones y se puede observar que los 
problemas discutidos vienen de fuentes árabes, concretamente de Abu Kamil y de al- 
Juarismi. Es interesante observar que un problema sobre la reproducción de conejos, que se 
explica en este texto, lo haya llevado a plantear la sucesión 1, 1, 2, 3, 5, 8 , 13, ..., b n , ..., 

donde b n+l = b n +b n i y que sabemos tiene la propiedad de que 

1.618033989, 

número al cual se le llama razón dorada y que está presente de muchas formas en la 
naturaleza. 

El Líber Abad, junto con Floss (1225) y Líber Quadratorum (1225), fueron los trabajos 
más famosos de Fibonacci. En Floss se resuelven ecuaciones algebraicas determinadas e 
indeterminadas, de los que dos problemas son de llamar la atención: 

1. Encontrar un número tal que su cuadrado sumado con cinco y su cuadrado menos cinco 
sean ambos cuadrados. 

2. Encontrar un número tal que su cubo, dos cuadrados y diez raíces sean veinte. 

El primero de estos lo podemos plantear como sigue: encontrar x tal que x 2 +5 = « 2 y 
x 2 -5 = b 2 ; el segundo problema los escribimos como: encontrar x de tal manera que 
x 3 + 2x 2 + 10x = 20. Fibonacci presenta en Floss la solución para el primer problema 
simplemente como x = 3^, por lo que x 2 +5 = (4^) 2 y x 2 -5 = (2^) 2 , y en el Líber 
Quadratorum se da un análisis más detallado del mismo. 

Con respecto al segundo, es interesante repasar el análisis que hace Leonardo y que 
transcribimos de la siguiente manera: dado que 

x 3 + 2 x 2 + 10 x = 20 , ( 1 ) 

se tiene 

KXx + y^x 3 +|x 2 ) = 20 , ( 2 ) 

de donde se obtiene 

X + y^X 3 +}x 2 = 2, (3) 

y, en consecuencia, x < 2 . 

Pero notemos que de (1) se tiene l + 2 + 10 = 13<20 por lo que x>l. Pero además x no 
puede se una fracción pues si x = f, entonces de (3) se sigue que 

a_ . of’ i o 2 
b ^ 10 b 3 5b 2 

no puede ser un entero. Por lo tanto, x debe ser un irracional; pero tampoco puede ser un 

irracional de la forma 4m , para un entero positivo m, pues de ( 1 ) se tiene 

20 - 2 x 2 

x =- 

10 + x 2 

por lo que si x = Jm , entonces 
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20 


■m 


m = 


10 + m 

lo cual es absurdo al ser x irracional. Pero "x no puede ser alguna de las irracionalidades 


discutidas en el libro X de Los Elementos de Euclides, tales como -Ja + Jb ", concluye el 
pisano [12, p. 49]. 


De esta manera, la solución buscada es un número irracional x que cumple 1 < x < 2 y 
Fibonacci termina su análisis del problema presentando una solución aproximada: 

x = 1;22,7,42,33,4,40, ¡en notación sexagesimal! Esto es, 


por lo que 


x» 1.368808106, 


y sustituyendo este valor en la expresión x 3 +2x 2 +10x, obtenemos 19.99999995. Por lo 
tanto, 


20 - (x 3 + 2x 2 +1 Ox) = 0.00000005, 

y, así, la solución propuesta es notablemente precisa. No se sabe acerca de los métodos 
utilizados por el Pisano para llegar a tal precisión. Boyer [1, p. 256] especula que quizá a 
través de los árabes haya aprendido lo que ahora se llama el método de Horner , el cual ya 
se conocía en China desde mucho tiempo antes. De cualquier manera, el haber propuesto tal 
solución nos revela la gran familiaridad de Fibonacci con los números. 


Por otra parte, el Líber Quadratorum es también un trabajo muy importante sobre 
ecuaciones algebraicas indeterminadas (v. g. x 2 + y 2 = z 2 ), y en él encontramos fórmulas 
que nosotros escribiríamos como 

12(1 2 +3 2 +5 2 H-b n 2 ) = n(n + 2)(2n + 2) (para n impar) 


y 


12(1 2 + 4 2 + 6 2 + —h n 2 ) = n(n + 2)(2 n + 2) (para n par). 
Asimismo, identidades como 

(a 2 +b 2 )(c 2 +d 2 ) = (ac + bd) 2 + ( bc-ad) 2 = (ad +bc) 2 + (ac-bd ) 2 , 

son de uso frecuente en este texto. 


Debido a la gran originalidad de sus trabajos, podemos considerar a Fibonacci como el 
algebrista europeo más importante de la Edad Media; muchas de las matemáticas 
involucradas en ellos estaban muy adelantadas para su época. Pero si bien la figura de 
Fibonacci eclipsó durante mucho tiempo a otros personajes, contemporáneos y posteriores a 
él, que hicieron contribuciones a las matemáticas, creemos que es justo mencionarlos pues 
no se puede despreciar el trabajo que hicieron. Así, Jordanus Nemorarius (1225-1260) 
escribió sobre aritmética, álgebra y geometría. En su Arithmetica encontramos el primer 
uso de letras para denotar números, aunque de manera bastante confusa; en su otro trabajo, 
De numeris datis, se presentan algunas reglas algebraicas para encontrar números a partir 
de uno dado y para lo cual se deben satisfacer ciertas condiciones. Thomas Bradwardine 
(1295-1349) escribió varios textos entre los que podemos mencionar Tractatus de 
proportionibus, Arithmetic y Geometry. 
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Nicolás de Oresme (1323-1382) merece mención aparte. En efecto, en su libro De 
proportionibus proportionum presenta reglas aritméticas para manejar proporciones que 
equivalen, en nuestra notación moderna, a las leyes de los exponentes x m x n = x" ,+ " y 
(x'T =x mn y de las que da ejemplos concretos para cada una. En su obra Algorismus 
proportionum aplica estas reglas a problemas de geometría y de física; en este mismo 
trabajo introduce cierta notación para escribir potencias fracciónales, por ejemplo, escribe 

\ 2 P para la expresión 2 2 y \ 4 jipara 4' 2 ; sugiere además que también son posibles 

proporciones irracionales, es decir, lo que nosotros escribiríamos como a , por ejemplo. 
Sin embargo, la mayor influencia la ejercería Oresme con sus ideas sobre la representación 
gráfica de una cantidad variable, que expuso en sus escritos Tractatus de latitudinibus 
formarum y Tractatus de uniformitate et dejformitate intensionum. Es ellos se estudia la 
velocidad de cuerpos en movimiento utilizando un método gráfico: en una línea horizontal, 
Oresme marca instantes de tiempo y las llama longitudes ; sobre cada una de ellas dibuja 
una línea vertical cuya longitud representa la velocidad del objeto y a las cuales llama 
latitudes. La serie de puntos que determinan los extremos de las latitudes es llamada forma. 

Estos son los primeros intentos significativos de lo que llamaríamos representación gráfica 
de una función y los primeros pasos conscientes hacia el desarrollo de un sistema de 
coordenadas en el cual las longitudes corresponden a nuestras abscisas y las latitudes a 
nuestras ordenadas. Al parecer, estos métodos eran objeto de estudio en universidades 
alemanas hacia el final del siglo XIV; Kepler y Galileo también reconocieron su 
importancia. Más aún, se dice que estos trabajos pudieron haber influenciado a Descartes 
en su formulación de la geometría analítica. 

En el siglo XV se conjugaron una multiplicidad de factores que trajeron como consecuencia 
nuevas formas de organización política, social y económica en Europa. Inventos como la 
imprenta y la brújula tuvieron una influencia decisiva en los cambios que se darían. Fue así 
posible explorar y descubrir nuevos continentes; los libros alcanzaron a un mayor número 
de lectores y se favoreció una visión antropocéntrica del mundo, es decir, el hombre como 
centro de todas las cosas y el fin absoluto de la naturaleza. La Edad Media llegaba a su fin y 
comenzaba el Renacimiento. 

Un personaje que vivió en ese período de transición, de relevancia para las matemáticas, 
fue Johann Müller de Konigsberg (1436-1476), más conocido como Regiomontanus 10 . Sus 
principales obras, De triangulis omnimodis y Tabulae directionum, dieron un nuevo 
impulso a la trigonometría que sólo se estudiaba por su utilidad en astronomía. Estos 
trabajos la establecieron como una ciencia independiente. 

En estos trabajos es posible apreciar la familiaridad de Regiomontanus con los métodos 
algebraicos para resolver ecuaciones cuadráticas y los aplica en sus problemas 
trigonométricos. Sin embargo, su álgebra es todavía retórica, en gran contraste con la 
correspondencia que mantiene con el Cardenal Blanchinus 11 en la cual desarrolla un 
simbolismo propio para la escritura de ecuaciones que tiene bastantes similitudes con el 


10 La palabra alemana Konigsberg significa montaña del rey (regio-montanus). 

11 Giovanni Bianchini. 
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nuestro: para el signo de adición usa una abreviación que representa la palabra ef, el signo 
de sustracción es una ligadura de la palabra minus, y para el signo de igualdad usa un 
segmento de línea recta. También para las raíces usa un símbolo parecido a R que es una 

abreviación de la palabra radix. Así por ejemplo, R quadrat ^ significa ; además, en 
esta álgebra abreviada, se tienen símbolos separados para las tres primeras potencias de la 
incógnita, esto es, para x , x 1 y x 3 . Es por esto que, sin lugar a dudas, Regiomontanus está 
muy próximo al simbolismo algebraico moderno y adelanta, en este aspecto, a muchos de 
sus contemporáneos. 

Otro trabajo significativo que tuvo lugar hacia finales del siglo XV es el de Nicolás 
Chuquet (1445-1488). Su principal obra Triparty en la Science des nombres 12 apareció en 
forma manuscrita en 1484 y es el primer libro francés sobre álgebra. En éste se percibe una 
clara evidencia italiana y es posible que Chuquet estuviera familiarizado con el Líber Abad 
de Fibonacci. La primera de la tres partes trata sobre aritmética y sobre el manejo de los 
números indo-arábigos y las operaciones aritméticas de suma, resta, multiplicación y 
división. En la segunda parte se discute sobre raíces de números y se introduce un 
simbolismo abreviado para las expresiones que se manejan. Así, la expresión 

R) 2 .14.m.R) 2 180 es, en nuestra notación, y¡ 14-Vl80 . 

La tercera parte de esta obra está dedicada a problemas de tipo algebraico y Chuquet 
desarrolla su propia notación; de esta manera, las expresiones .5. 1 , .6. 2 y .10. 3 representan 
5x, 6x 2 y 1 Ox 3 , respectivamente. También usa exponentes negativos y un ejemplo nos lo da 
al dividir .12} entre .8. 3 , dando por resultado .9. 2 "', esto es 72x/8x 3 = 9x“ 2 ; asimismo, .9.° 
significa 9x° y le queda claro que para cualquier número x, se tiene x° = 1. Más interesante 
aún es el ejemplo que escribe como .4. 1 egaulxam. 2.° y que representa a la ecuación 
4x = -2 . Lo significativo de esto es que Chuquet es, al parecer, el primero en escribir una 
ecuación algebraica en la cual un término negativo aparece de forma aislada. 

Desafortunadamente el trabajo de Chuquet no tuvo gran influencia y eso se debió a la 
aparición, en 1494, del primer libro impreso de álgebra. En efecto, se trata de Summa de 
arithmetica, geométrica, proportioni el proportiolanita del fraile Lúea Pacioli (1445-1517), 
publicado en italiano, su lengua nativa, lo cual era inusual en ese tiempo. Este trabajo es un 
compendio del conocimiento matemático general de ese tiempo y trata sobre aritmética, 
álgebra, geometría euclidiana elemental y teneduría de libros, en la cual se introduce por 
primera vez la contabilidad de doble columna. 

La Summa no es un trabajo en el que se presenten resultados novedosos sino más bien es un 
sumario de hechos conocidos y, a pesar de su falta de originalidad, resultó ser una obra que 
tuvo mucha influencia para el desarrollo de las matemáticas en Europa. La notación usada 
por Pacioli es mucho más simple que la de Fibonacci y seguramente eso contribuyó a su 
éxito. Así, Pacioli usa la abreviación co. de cosa para denotar la incógnita de una ecuación; 
ce., de censo para su cuadrado; cu., de cubus, para su cubo, y ce.ce., de censo censo, para 
la cuarta potencia. Para la suma usa p (abreviación de pin, más) y m (menos) para la 


12 "Tres partes" sobre la ciencia de los números. 
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sustracción; las raíces cuadradas eran indicadas por R o R2\ las raíces cúbicas por R3, y las 
raíces cuartas por R4 o RR. Por ejemplo, la expresión RV40m R320 que aparece en su 

tratado es simplemente -^40- V320 , donde la letra V indica que la raíz cuadrada debe 
aplicarse a toda la expresión pues V se usa por la U de la palabra Universale. Otro ejemplo 
que encontramos en la Sumiría es el siguiente: " Trouame ./. n°. che gióto al suo q drat° 
facía .12." (Encuéntrame un número que junto con su cuadrado hagan 12), el cual 
representa la ecuación x + x 2 =12. En la parte de álgebra de esta obra se presentan 
métodos de solución para las ecuaciones lineales y cuadráticas que eran ya bien conocidos. 
En lo que respecta a ecuaciones de grado tres en las que intervienen (a) numero, cosa e 
cubo ( n, x y x 3 ) , (b) numero, censo e cubo (n, x 2 y x 3 ), (c) numero, cubo e censo de censo 
(n, x 3 y x 4 ), Pacioli comenta que "no ha sido posible hasta ahora formar reglas generales " 
para resolverlas. 

Se sabe que Pacioli enseñó en varias universidades italianas y fue muy amigo de Leonardo 
da Vinci de quien recibió una gran influencia; el propio da Vinci ilustró el libro Divina 
proportione de Pacioli, publicado en 1509. Entre las universidades más famosas de ese 
tiempo en Europa, estaba la Universidad de Bolonia en la que Pacioli enseñó durante los 
años 1501-1502 y conoció a Scipione del Ferro quien era profesor de matemáticas allí y del 
que hablaremos más adelante en relación con la solución de ecuaciones cúbicas. 
Seguramente, Pacioli y del Ferro discutieron este problema, que tiempo después, tendría 
una importancia sin precedentes en el desarrollo del álgebra. 

Sin lugar a dudas, en la Italia de los siglos XV y XVI se formaron los algebristas más 
capaces de Europa y es posible hablar de una escuela italiana de álgebra. Sin embargo, en 
Alemania se estaban dando pasos muy importantes en el dominio de esta disciplina y en 
1524 aparece un trabajo que también influiría en esa dirección. Se trata de Die Coss de 
Adam Riese (1492-1559), en el que se exponen problemas algebraicos y se menciona el al- 
jabr de al-Juarismi. Riese también escribió otros tratados muy influyentes sobre aritmética 
que sirvieron para desplazar el sistema de cálculo con ábaco y el conteo con numerales 
romanos por el sistema más eficiente que usaba los números indo-arábigos y que en ese 
tiempo estaba prohibido en muchos países de Europa. 

Otros trabajos alemanes importantes que trataban cuestiones algebraicas fueron Coss de 
Christoph Rudolff (1499-1545), publicado en 1525 y en el cual se usaban, por primera vez, 
la notación decimal para fracciones y los símbolos V para la raíz cuadrada, v\ para la raíz 
cúbica y vvV para la raíz cuarta; en 1527 se publicó Rechnung 14 de Peter Apian (1495- 
1552), un trabajo que trata, principalmente, de aritmética comercial. 

Mención especial merece el tratado de Michael Stiefel (1487-1567) titulado Arithmetica 
integra, publicado en 1544. En este se trabaja con números negativos, radicales y potencias; 
Stiefel menciona varias veces las leyes de los exponentes y se da cuenta de la importancia 
de manejar exponentes negativos. Además, los distintos casos que se consideraban para una 
ecuación cuadrática los reduce a uno sólo mediante el uso de números negativos como 


13 La cosa (en referencia a la incógnita de una ecuación: cosa). Ver Parte I, p. 11. 

14 Cálculos. 
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coeficientes de la incógnita. También su trabajo sirvió para hacer extensivo el uso de los 
símbolos alemanes + y - para la adición y la resta, respectivamente; éstos aparecieron por 
primera vez impresos en 1489 en un trabajo de aritmética de Johanes Widman (1462-1498), 
publicado en Alemania, aunque el primer tratado en el que aparecen ligados a expresiones 
algebraicas data de 1514 y se debe al matemático alemán Van der Hoecke [9, p. 399]. 


LA ESCUELA ITALIANA DE ALGEBRA Y LA TEORÍA DE ECUACIONES 

Un hecho muy interesante ocurrido hacia mediados del siglo XVI, cuando Europa estaba en 
pleno Renacimiento, es la publicación casi simultánea de tres obras que serían consideradas 
las más grandes aportaciones renacentistas a la ciencia: estamos hablando de De 
revolutionibus orbium celestiuin 5 de Nicolás Copérnico (1473-1543), que fue publicada en 
1543; De humanis corporis fabrica 6 de Andreas Vesalius (1514-1564), también publicado 
en 1543, y Artis magnae sive de regulis algebraicis de Girolamo Cardano (1501-1576), 
que se publicó en 1545. 

Las dos primeras obras rompieron con la idea medieval que se tenía del funcionamiento del 
universo y del cuerpo humano, respectivamente, además de jugar un papel central en la 
conformación de la ciencia moderna. En lo que respecta al Arte magno, debemos decir que 
su influencia estuvo más limitada a las matemáticas y fue una pieza fundamental para el 
posterior desarrollo del álgebra moderna pues por primera vez se daban reglas generales 
para resolver ecuaciones cúbicas y bicuadráticas, similares a las que desde antiguo se 
conocían para el caso de la cuadrática. 

Recordemos que en el caso de una ecuación cuadrática las soluciones están dadas por una 
expresión que sólo involucra operaciones aritméticas elementales sobre los coeficientes de 
la ecuación (ver Parte I); estas operaciones a las que hacemos referencia son suma, resta, 
multiplicación, división y extracción de raíces cuadradas. Llamamos a este proceso resolver 
la ecuación por medio de radicales. En el caso de las cúbicas y bicuadráticas, se pretende 
lo mismo: obtener sus raíces por medio de realizar operaciones aritméticas sobre los 
coeficientes de una ecuación dada. Este problema, el cual era considerado en el mismo 
nivel que el problema griego de la cuadratura del círculo por Pacioli, se resuelve 
afirmativamente en la obra de Cardano y al mismo tiempo se desata una gran controversia 
por la autoría de los métodos y de la cual hablaremos brevemente en este trabajo. 

Como hemos dicho, Scipione del Ferro (1465-1526) enseñaba matemáticas en la 
Universidad de Bolonia y al parecer era bastante competente. Es él quien resuelve un caso 
especial de la cúbica, a saber, 

x 3 + px = q, (3.1) 

donde p y q son enteros positivos. Recordemos que en ese tiempo todavía no se 
acostumbraba escribir una ecuación con coeficientes negativos; además, el álgebra era de 
tipo retórico por lo que (3.1) en realidad era conocida como el cubo y la cosa igual a un 


15 Sobre las revoluciones de las esferas celestes. 

16 Sobre la estructura del cuerpo humano. 

17 El arte magno o las reglas del álgebra. 
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número, y el método para resolverlas se expresaba también en forma verbal. Este logro de 
del Ferro es notable pues el problema, en su forma general, había estado sin solución desde 
los tiempos de Arquímedes, quien pudo resolver ecuaciones cúbicas por métodos 
geométricos. Además, algunos otros también habían resuelto casos particulares de (3.1). 

Desafortunadamente, del Ferro nunca publicó sus resultados pero, antes de su muerte, 
reveló el método a su yerno, Annibale della Nave, y a su discípulo Antonio María Fior, 
quien, de regreso a su natal Venecia, pretendía formarse un buen nombre como matemático 
y para ello retó a una contienda matemática a Niccolo Fontana, un profesor de matemáticas 
que impartía clases particulares en esa ciudad. 

Niccolo Fontana (1499-1557), nativo de Brescia, que en ese tiempo pertenecía a la 
República de Venecia, era mejor conocido por el sobrenombre de Tartaglia, que significa 
tartamudo, pues tenía dificultades para hablar a causa de severas heridas que le afectaron su 
paladar cuando tenía apenas 12 años. Sin embargo, tenía gran habilidad para las 
matemáticas, las que aprendió de manera autodidacta, y eso le permitió ganar muchas 
competencias en esta disciplina, lo que le valió para hacerse de cierta reputación y así poder 
ganarse la vida como instructor. 

En ese tiempo eran muy comunes las contiendas entre académicos en las que se proponían 
problemas que debían ser resueltos por los participantes; sabemos de varios matemáticos 
que alguna vez tomaron parte en este tipo de competencias (Fibonacci, por ejemplo). 
Además, a veces estas contiendas eran verdaderos duelos intelectuales en los que cada 
contrincante debía resolver los problemas propuestos por el otro y los premios consistían, 
generalmente, en sumas considerables de dinero, ni qué decir del prestigio y reputación que 
los ganadores adquirían. 

Así pues, Fior se ufanaba de poder resolver el problema del cubo y la cosa igual a un 
número, por lo que retó a Tartaglia a un duelo matemático en el cual cada uno propondría 
30 problemas, y se estableció el 13 de febrero de 1535 como la fecha en la que se debatirían 
públicamente las respuestas. Se acordó también que el perdedor pagaría con un banquete 
para 30 personas. Al parecer, Fior estaba tan seguro de su triunfo que quería festejarlo con 
sus amigos. 

Tartaglia pronto advirtió que los problemas propuestos por Fior eran de un mismo tipo pues 
en todos era necesario resolver el problema del cubo y la cosa igual a un número, esto es, 
se requería obtener las soluciones de una ecuación de la forma (3.1). 

De acuerdo con el testimonio de Tartaglia, sólo unos cuantos días antes del plazo fijado, y 
en un momento de verdadera inspiración, pudo dar con la solución del problema y así fue 
capaz de responder a todas las preguntas propuestas por Fior, quien por el contrario, no 
pudo resolver satisfactoriamente las cuestiones planteadas por su contrincante, quedando en 
entredicho su habilidad matemática. Para todos fue claro quién había sido el ganador de la 
contienda y Tartaglia desdeñó cobrar el premio pues la humillación pública sufrida por Fior 
era recompensa más que suficiente. 
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La fama del bresciano se acrecentó, pues los pormenores de la contienda pronto se 
propagaron y se fue esparciendo la noticia en los medios académicos de que ya era posible 
resolver al menos un caso especial de la cúbica. 

Por otra parte, Tartaglia decidió mantener en secreto su método y, al parecer, tenía 
intenciones de escribir un libro sobre el tema. Sin embargo, movido por sus intereses en 
cuestiones de balística, en 1537 publica su libro La nuova scientia en el cual intenta dar 
respuesta a muchas de las interrogantes que se tenían en ese tiempo relacionadas con las 
recién inventadas armas de artillería. 

Por esa misma época, Girolamo Cardano preparaba el manuscrito para su libro Practicae 
Arithmeticae Generalis y se enteró de la competencia entre Fior y Tartaglia, así como del 
resultado de la misma. En 1539, Cardano contactó a Tartaglia a través de un intermediario, 
con el objetivo de que le fuera revelado el método del cubo y la cosa , y al mismo tiempo, 
obtener el permiso para incluirlo en su libro. 

La respuesta que obtuvo fue negativa pero siguió insistiendo hasta que Tartaglia aceptó la 
invitación de aquél para visitarlo en su casa de Milán. Debemos decir que ante tanta 
insistencia, las cosas llegaron a ponerse algo tensas entre los dos; sin embargo, el cambio 
de actitud de Tartaglia se debió a que Cardano le había prometido presentarlo al 
comandante en jefe de Milán, Alfonso de Avalos, con quien supuestamente había 
comentado el brillante trabajo del bresciano. Así, Tartaglia vió una oportunidad única de 
presentarle sus inventos de artillería a la máxima autoridad de Milán, la cual podría darle un 
cambio positivo a su vida. 

Antes de proseguir con el desenlace de esta historia es oportuno hacer algunos apuntes 
sobre Cardano pues es interesante conocer un poco más sobre la vida de este multifacético 
personaje: Nació hacia 1501 en Pavía, en ese tiempo perteneciente al ducado de Milán, su 
padre ejercía la abogacía en la ciudad de Milán y era también profesor de matemáticas en la 
Fundación Piatti de esa población; además, solía dar clases de geometría en la Universidad 
de Pavía. 

Girolamo Cardano fue iniciado en las matemáticas por su padre pero estudió medicina en 
Pavía, aunque por razones de la guerra, tuvo que terminar sus estudios en Padua. Era 
aficionado a las apuestas y a los juegos de azar, lo que le trajo una mala reputación. En 
1525, habiendo obtenido su doctorado en medicina, solicitó su admisión al Colegio de 
Médicos de Milán pero le fue negado el ingreso. Empezó a ejercer la medicina en una 
ciudad cercana y en 1532 solicitó de nuevo su admisión al Colegio y fue nuevamente 
rechazado. 

Con muchas deudas, se dedicó de nuevo al juego pero no tuvo la fortuna necesaria, por lo 
que se mudó a Milán, donde fue aceptado como profesor de matemáticas en la misma 
posición de su padre, en la Fundación Piatti. 

Como médico era muy competente y ante la negativa de sus colegas de aceptarlo como uno 
de los suyos y así poder ejercer en Milán, publicó en 1536 un libro en el cual criticaba las 
prácticas médicas de la época y a los propios miembros del Colegio. Para su sorpresa, en 
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1537 fue admitido al Colegio, quizá por la presión que sobre éste ejercieron los 
admiradores de Cardano, quien no sólo era versado en medicina y matemáticas sino que 
llegó a escribir sobre filosofía, astronomía y teología. 

Como ya hemos dicho, Cardano estableció contacto con Tartaglia y en marzo de 1539 éste 
viajó a Milán, hospedándose en la casa del primero quien lo trató como a un visitante 
distinguido. Es aquí donde iniciaron los eventos que darían lugar a una amarga controversia 
relacionada con la autoría del método para resolver la cúbica. 

Es imposible hacer un recuento preciso de los hechos pues hemos de guiarnos por los 
escritos al respecto que no dejaron los dos involucrados. Así, Cardano admite que debido 
a su mucha insistencia, Tartaglia accedió a revelarle el método. Sin embargo, éste nos dice 
que le hizo jurar a su anfitrión que nunca revelaría el método bajo ninguna circunstancia y 
por ningún motivo, a lo que Cardano estuvo de acuerdo y dio su palabra de honor de que 
respetaría el acuerdo. Después de esto no se sabe qué sucedió, pero Tartaglia abandonó 
Milán a toda prisa y sin haberse entrevistado con el gobernador. 

Por otra parte, la forma en que Tartaglia reveló a Cardano su método para resolver el 
problema del cubo y la cosa igual a un número no era del todo clara pues lo hizo en versos 
cifrados, que enseguida reproducimos, y el bresciano afirma haberle dado una explicación 
completa a Cardano, aunque éste menciona que aquél se guardó la demostración. Esto no lo 
sabemos a ciencia cierta pero los versos, a los que hemos añadido un intento de traducción, 
son los siguientes 18 : 


Quando chel cubo con le cose appresso 
Se aggualia á qualche numero discreto 
Trouan dui altri differenti in esso 
Dapoi terrai questo per consueto 
Che'l lor produtto sempre sia eguale 
Al terzo cubo delle cose neto. 

El residuo poi suo general 
Delli lor lati cubi ben sustratti 
Varra la tua cosa principale. 


Cuando el cubo junto con la cosa 
Se iguala a cualquier número discreto 
Encuentra dos números que difieran en eso 
Después tendrás esto por costumbre: 

Que su producto siempre sea igual 

Al cubo del tercio de [el coeficiente de] la cosa 

Entonces su residuo general 

De sus lados cúbicos que han sido restados 

Te dará la cosa principal. 


} 


A 

B 


} 

í 


C 

D 

E 


Hemos numerado los versos para escribirlos en lenguaje algebraico, pero recordemos que 
en el tiempo del que estamos hablando, el álgebra era de tipo retórico, es decir, no se había 
desarrollado todavía una notación adecuada. Así, A equivale a la ecuación x 3 + px - q . En 
B necesitamos encontrar dos números u y v tales que u-v = q; pero de acuerdo con C, 

estos números también deben satisfacer uv = y Finalmente, D y E nos dan x = \íu - Vv . 
Más adelante explicaremos esta fórmula pues ahora debemos continuar con nuestra historia. 

Como ya mencionamos, Tartaglia afirma haberle dado una explicación completa del 
método a Cardano, pero éste nos dice en el Ars Magna que Tartaglia se quedó con la 


18 Tomados de David Eugene Smith[9, p. 461], 
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demostración por lo que tuvo que darse a la tarea de buscarla por sí mismo, lo cual le 
resultó difícil, aunque después de varios intentos pudo establecer la demostración. 

La regla que Cardano da en su Ars Magna es la siguiente: Elevas al cubo un tercio del 
coeficiente de la cosa; sumas a lo obtenido el cuadrado de la mitad de la constante de la 
ecuación; tomas la raíz cuadrada de todo esto. Duplicarás esto y a uno de los dos agregas 
la mitad del número que ya elevaste cd cuadrado y de lo otro restas la mitad de lo mismo. 
Tendrás entonces su binomio y su apotoma. Entonces, sustraes la raíz cúbica de la 
apotoma de la raíz cúbica del binomio; el residuo o lo que es dejado es el valor de la cosa. 

Esta regla es demostrada por Cardano y enseguida la ilustra con varios ejemplos. 
Reproducimos ahora uno de ellos. El problema es encontrar la cosa si el cubo y seis veces 
la cosa hacen veinte. Esto es, debemos resolver la ecuación 

x 3 + 6x = 20. 

De acuerdo con la regla anterior, Cardano procede más o menos en los siguientes términos: 
Un tercio de 6 es 2 y elevado al cubo obtenemos 8. La mitad de la constante de la ecuación 
es 10 y lo elevamos al cuadrado por lo que se obtiene 100; sumamos esto con lo anterior y 

se obtiene 108; luego, tomamos la raíz cuadrada de esto que es Vi 08. Duplicamos: A 
Vl08 le agregamos 10, que es la mitad de 20: Vl08 + 10 y esto es el binomio ; luego le 
restamos el mismo número anterior: Vl08 -10 y esto es la apotoma. Tomamos la raíz 
cúbica de cada uno de ellos: VVl08 + 10 y 108-10 . Por lo tanto, el valor de la cosa es 

VVÍÓ8 + 10 — 3 VVT08 -10. Notemos que si u = Vl08 +10 y v = Vl08 -10, entonces 
u - v = 20 como lo establece el método de Tartaglia, y además uv = 2 3 ; finalmente la 
solución es de la forma x = Vw - Vv , tal y como se explicó anteriormente. 

Cardano no dice nada de las otras raíces de la ecuación para este ejemplo pues la anterior es 
la única verdadera ya que las raíces negativas o complejas no eran consideradas como 
tales. Un ejercicio interesante para el lector es comprobar que esta solución es en realidad 
igual a 2 y que las otras raíces son -1 + 3/ y -1 - 3/. 

Por otra parte, el verdadero mérito de Cardano es que no sólo se avocó a resolver 
problemas de este tipo sino que, una vez demostrada la regla anterior, empezó a investigar 
los otros casos de la cúbica y tuvo éxito en resolver todos los casos posibles. Así para el 
problema de el cubo igucd a la cosa y un número, es decir, una ecuación del tipo 

x i =px + q, (3.2) 

Cardano da la regla siguiente: Cuando el cubo de la tercera parte del coeficiente de la cosa 
no es más grande que el cuadrado de la mitad de la constante de la ecuación, restas el 
primero de estos números de este último y agregas la raíz cuadrada de esta resta a la 
mitad de la constante de la ecuación y, de nuevo, réstalo de la misma mitad, y tendrás, 
como se dijo, un binomio y su apotoma, la suma de las raíces cúbicas de los cucdes 
constituyen el valor de la cosa. 

Por ejemplo, explica Cardano, si se tiene que el cubo es igucd a seis veces la cosa más 
cuarenta (x 3 = 6x + 40), entonces elevamos 2, que es un tercio del coeficiente de la cosa , al 
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cubo y nos da 8; lo restamos de 400 que es el cuadrado de 20, la mitad de la constante de 
la ecuación, y se obtiene 392; la raíz cuadrada de lo cual, sumada con 20, es 20 + 7392 (el 
binomio), y restado de 20 nos da 20-7392 (la apotoma); la suma de las raíces cúbicas de 

estos es a/ 20 + V392+V20-V392 , que es el valor de la cosa. 

Notemos que en este caso, si hacemos u = 20 + 7392 y v = 20-7392 , entonces la suma 
w+v es la que nos da el coeficiente de a; y se cumple también que uv = = 8 . La solución 

es entonces x = 7w + Vv. Al igual que en el ejemplo anterior, no se discuten más 
soluciones. Le dejamos al lector encontrar las otras dos raíces de esta ecuación. 

Otra cuestión importante a observar en este caso es la restricción que se impone a la 
diferencia (|) 2 - (f'f , la cual debe ser no-negativa pues es necesario tomar la raíz cuadrada 
de este número. 

Otros casos de la cúbica son analizados por Cardano pero cuando trata el problema de el 
cubo y el cuadrado igucdes a un número es interesante observar cómo reduce esta ecuación 
a una cúbica en la que no aparece el término cuadrático, pues éste se elimina al hacer las 
operaciones adecuadas. En efecto, la regla que da Cardano para resolver este problema (en 
forma verbal, por supuesto), es equivalente a lo siguiente: Si se tiene la ecuación 

x 3 + px 2 = q , 

entonces hacemos la sustitución x = y - f y después de hacer todas las operaciones 
necesarias, obtenemos la cúbica, sin término cuadrático, 

y 3 = [q- 2(f) 3 ]+3(|-) 2 y , 

la cual se resuelve para y pues se ha reducido a uno de los casos ya conocidos. Una vez 
obtenidos los valores de y, es directo obtener los de x en la ecuación original. 

De entre los varios ejemplos dados por Cardano para ilustrar este caso, tomamos el que es 
equivalente a resolver la ecuación x 3 +6x 2 =100. Haciendo la sustitución anterior se 

obtiene la ecuación y 3 =84 + 12y, por lo que y = ^42 +Vl700 + ^42-VÍ700 . De esta 
manera, x = ^42 + 71700+^42-Vi 700-2. 

Otro caso interesante es el problema del cubo, el cuadrado y la cosa igual a un número, el 
cual, al igual que el anterior, se reduce a uno donde no aparezca el término cuadrático. 
Cardano presenta varios ejemplos de este tipo de ecuación y uno que llama la atención es el 
siguiente: Un oráculo le ordenó a un príncipe construir un edificio sagrado cuyo espacio 
debería ser de 400 cubits, del cucd lo largo debe ser seis más que lo ancho y lo ancho tres 
más que la altura. Se deben encontrar estas cantidades. 

La solución dada es equivalente a lo siguiente: Si x es la altura, entonces lo ancho es x + 3 y 
lo largo x + 6 , por lo que se obtiene la ecuación 

x 3 +12x 2 +27x = 400, 
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de la cual se elimina el término cuadrático y resulta la cúbica 

y 3 = 21y + 380, 

de donde y = l] 190 +a/ 35757 + 3 Vl 90 - a/ 35757 , lo cual nos da el valor de x: 
x = \l 190 + a/35757 + 3 V190 - a/35757 + 4. 

En total, son 13 casos de la cúbica los que son analizados y resueltos por Cardano, así como 
también otros casos derivados de ellos. Un ejemplo, que equivale a resolver la ecuación 

x 3 + 21x = 9x 2 + 5, 

es de llamar la atención, pues se reduce a y 3 +4 = 6 y, y en las propias palabras de 
Cardano: "...Por lo tanto, hay tres soluciones para este problema: ¡a primera es 2, la 
segunda es a/3-1 , y la tercera, que es falsa, es -(a/3-1). Suma esto a 3, un tercio del 
coeficiente del cuadrado, y tendrás estas soluciones verdaderas: (I a ) 5; (2 a ) 2+ a/3; (3 a ) 
2-a/3 ..." 

En el siguiente ejemplo se trata de resolver el problema equivalente a la ecuación 

x 3 + 26x = 12x 2 +12, 

la cual se reduce a y 3 = 22y+ 36; en este caso, Cardano apunta: "Por lo tanto habrá tres 
soluciones, la primera de las cucdes es a/Í9 +1 y es verdadera; la segunda es falsa y es 
— (a/Í 9 — 1); y la tercera es también falsa y es - 2. Suma estas individualmente a la tercera 
parte del coeficiente del cuadrado, y tendrás tres soluciones las cuales son: (I a ) 5 + a/Í9; 
(2 a ) 5- a/Í9 ; (3 a ) 2 ..." 

Enseguida Cardano da una explicación muy interesante: "De esto es evidente que el 
coeficiente del cuadrado, en los tres ejemplos en los cucdes hay tres soluciones para la 
cosa, es siempre la suma de las tres soluciones..." Esta es la primera vez que alguien 
menciona este hecho, el cual tiene que ver con los llamados polinomios simétricos 
elementales. En efecto, si suponemos que las raíces de la cúbica general 

x 3 +ax 2 +bx + c = 0 (3.3) 

son X v X 2 y X 3 , donde a, b, c son números racionales (por ahora), entonces 

x 3 +ax 2 + bx + c = (x — X 3 )(x — X 2 )(x — X 3 ) 

= x 3 — (X 1 +X 2 + X 3 )x 2 + (X x X 2 + X x X 3 + X 2 X 3 )x 2 - X 1 X 2 X 3 

de donde se sigue que 

X j + X 2 + X 3 — — a , 

X l X 2 +X l X 3 +X 2 X 3 =b, 

X 1 X 2 X 3 =-c. 

Las expresiones a la izquierda del signo de igualdad se llaman los polinomios simétricos 
elementales de las raíces X { , X 2 y X 3 . Estos polinomios son importantes y al 
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generalizarlos para el caso de una ecuación algebraica de grado n, se siguen cumpliendo 
relaciones análogas entre los coeficientes de la ecuación y sus raíces. 


Para resolver la ecuación (3.3) en forma general, procedemos más o menos como se ha 
hecho en los diferentes ejemplos que se han presentado. Primero, por medio de la 
sustitución x = y-f, (3.3) se convierte en una ecuación de la forma 

y 3 + py + q = 0. (3.4) 

Si vemos los casos anteriores, por ejemplo (3.2), entonces podemos proponer una solución 
de la forma y = \fü + \ív para (3.4); luego, 

y 3 = ([ü + 3 V^= u + v + 3 \fü\ív ([ü + \¡v 
= (u + v) + 3 \füyfvy , 


es decir, 

y 3 -3 \iu\fvy — (w + v) = 0 , 
por lo que comparando con (3.4) se debe tener 

u+v = -q (3.5) 



Podemos escribir esta última condición como 


uv = -{ f) 3 , (3.5) 

y se sigue, de las relaciones para los polinomios simétricos en las variables u y v, que las 
raíces de la ecuación cuadrática 


Z 2 +qz~( f) 3 =0, 

son precisamente u y v, pues de (3.4) y (3.5), se tiene 

(z - u)(z - v) = z 2 - (w + v)z + uv = z 2 +qz- (f -) 3 = 0 . 
Pero si resolvemos la ecuación cuadrática se tiene 

_ = z q±JyZ 4(g = _ i± ¡r + ¿ 

2 2 1 4 27’ 

por lo que 



Como habíamos propuesto la solución de (3.4) en la forma y = 3 -Jü + Vv , se sigue que 



ésta es una solución de (3.4) y se le llama fórmula de Cardano. Notemos que, ya teniendo 
una raíz, es fácil encontrar las otras dos y las raíces de la cúbica general (3.3) se obtienen 
mediante x = y- f. 


Por otra parte, para el año 1543, seguramente Cardano ya estaba convencido de que si Fiore 
había aprendido a resolver el caso del cubo y la cosa, era debido a que del Ferro se lo había 
enseñado. Así, él junto con su discípulo Ludovico Ferrari (1522-1565), viajaron a Bolonia y 
se entrevistaron con Annibale della Nave quien les dió permiso para hurgar entre las notas 
de su suegro. Encontraron suficiente evidencia que los convenció de lo que suponían: el 
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primero en descubrir el método para resolver el problema de el cubo y la cosa había sido 
del Ferro, alrededor de 1515. 19 De esta manera, si es que era cierto que Cardano había 
jurado a Tartaglia mantener el método en secreto, aquél quizá no se sintió obligado a seguir 
guardando algo que otros también sabían. Además, Cardano por sí mismo había hecho 
contribuciones propias al problema de la cúbica, así que no había razones válidas para no 
publicar esos resultados. 

Así, de regreso en Milán, Cardano empieza a preparar el material para su Ars Magna, el 
cual vendría a ser una piedra angular y a ejercer una influencia significativa en el desarrollo 
del álgebra moderna. 

Los comentarios que hemos hecho y los ejemplos que hemos revisado de este libro, son 
relevantes; sin embargo, para darnos una idea mejor sobre la gran contribución de Cardano 
al desarrollo del álgebra, comentaremos algunos otros que merecen atención especial. 

Tal es el caso de varios problemas que involucran cantidades de dinero y cuyas soluciones 
son enteros negativos, a las que Cardano identifica con faltantes o débitos. Por ejemplo: 
"La elote ele la esposa de Francis es 100 eiurei más que la propiedad ele Francis, y el 
cueielreielo ele la dote es 400 más que el cueielreielo de su propieeleiel. Encontrar la elote y la 
propiedad". 

Si denotamos por x la dote y por y la propiedad de Francis, se obtienen las ecuaciones 
x = y + 100 y x 2 = y 2 +400; al resolver este sistema encontramos y = -48, que es el 
faltante de Francis para que sumado con 100 sea igual a la dote de su esposa, que es 
x = 52. En sus propias palabras nos dice: "... Trabajando de esta manera, tú puedes 
resolver los problemeis más difíciles e inextricables". 

Todavía más interesante es el siguiente problema: "Divide 10 en dos partes, el producto ele 
las cueiles es 40”. Si x es una parte, la otra es 10-x, por lo que se requiere resolver la 
ecuación x z -10x + 40 = 0, de la cual Cardano da las soluciones correctas: 5 + V-T5 y 
5- V—15 ; enseguida demuestra que efectivamente lo son. Además, declara: "... Dejeinelo a 
un leielo las torturas mentales involúcretelas, multiplica 5 + V— 15 por 5 - V-F5, que hacen 
25 -(-15) lo cual da +15. De aquí que el producto es 40 ", y es así el primero en realizar 
una multiplicación con números complejos, aunque está muy lejos de imaginar el 
incalculable valor del tesoro que ha descubierto pues agrega más adelante: "... Esto es 
verdaderamente sofisticado, dado que con ello uno no puede reedizar las operaciones que 
sí son posibles en el caso de un negativo puro..." 

Otra de las aportaciones invaluables del Ars Magna tiene que ver con el método para 
resolver la ecuación de cuarto grado o bicuadrática y el crédito de su descubrimiento es 
para Ludovico Ferrari, como el mismo Cardano nos lo hace saber. 


19 Esto ha sido confirmado por el hallazgo de las notas de del Ferro en la Biblioteca de la Universidad de 
Bolonia. 
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Ferrari, a quien Cardano tenía en muy alta estima, empezó sirviendo en la casa de éste en 
1536, a la edad de 14 años. Aprendió muy bien las matemáticas y llegó a ser un brillante 
matemático, aunque muy conflictivo, pues era de un carácter muy impulsivo. 

Fue él quien descubrió que la ecuación de cuarto grado se podía resolver por un método que 
requería encontrar las soluciones de una ecuación cúbica auxiliar. Cardano nos explica el 
método y considera 20 expresiones diferentes para la bicuadrática (aunque admite que hay 
muchos más), pues como hemos venido insistiendo, no era costumbre usar coeficientes 
negativos en una ecuación por lo que se tenían que abordar los diferentes casos. Por 
ejemplo, ecuaciones que nosotros escribiríamos como x 4 + ax 3 + bx 2 = d , 
x 4 + d = ax 3 + bx 2 , x 4 + ax 3 + d= bx 2 , etcétera, eran consideradas distintas por los 
algebristas de esa época. 

En los ejemplos que se resuelven en el Ars Magna queda claro el método de Ferrari, el cual 
aplicaremos, sin adentrarnos demasiado en los detalles, al caso general de la ecuación de 
cuarto grado: 

x 4 +ax 3 +bx 2 +cx + d =0, (3.4) 

donde a,b,c,d son números que por ahora suponemos racionales. 

Primero se elimina el término cúbico de la ecuación a través de la sustitución x = y - f, y 
se obtiene una ecuación de la forma 

y 4 + py 2 + qy + r = 0 . 

Seguidamente, se introduce un parámetro a y expresamos esta última ecuación como 

(y 2 + 4 + oc) 2 = 2ay 2 —qx + (a 2 + pa — r + -^~) . (3.5) 

Luego, es posible tomar a de tal manera que el lado derecho del signo de igualdad en (3.5) 
sea un cuadrado perfecto; para que esto sea posible, a debe ser raíz de la ecuación cúbica 
auxiliar 

8a 3 + 8pa 2 + (2p 2 - 8r)a - q 2 = 0, 
la cual podemos resolver usando la fórmula de Cardano. 

Una vez obtenida una raíz a () de esta cúbica, (3.5) se puede expresar como 

(y 2 +{ + a 0 ) 2 =2a 0 (y-^) 2 , 

por lo que 

(y 2 +j + a o) = ±^I%^(y - 4^) • 

Estas son dos ecuaciones cuadráticas para y, por lo que obtenemos cuatro soluciones, las 
cuales sustituimos en x = y - f, para obtener las cuatro raíces de (3.4). 

Es obvio que esta forma de tratar a la ecuación (3.4) es distinta a como lo hacían los 
algebristas italianos del siglo XVI, pero en esencia, los métodos son los mismos. 

Cuando el Ars Magna sale a la luz pública en 1545, Tartaglia tiene conocimiento de este 
hecho y puesto que viene resuelta la ecuación cúbica, monta en cólera y le reclama su 
proceder a Cardano, no obstante que éste da el debido crédito a todos los involucrados. Por 
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ejemplo, al inicio del primer capítulo escribe: En nuestros días, Scipione del Ferro de 
Bolonia ha resuelto el caso del cubo y la cosa igucda un número, un logro muy elegante y 
admirable... Emulándolo, mi amigo Niccolo Tartaglia de Brescia, no queriendo ser menos, 
resolvió el mismo caso cuando compitió con su pupilo, Antonio María Fiore, y movido por 
mis muchos ruegos me dio la solución a mí. 

También en el capítulo XI, al presentar el método del cubo y la cosa , Cardano vuelve a 
repetir estas palabras de reconocimiento para ambos, así que la ira de Tartaglia no tenía 
razón de ser, máxime que, como hemos dicho, Cardano había encontrado la solución para 
todos los otros casos de la cúbica. Así, y de acuerdo con los estándares modernos, el crédito 
dado es más que suficiente. 

Desgraciadamente, los dimes y diretes entre estos dos personajes duraron bastante tiempo y 
Ferrari entró también en la disputa, en defensa de su maestro. Sabemos que éste tenía un 
gran talento matemático y el enfrentamiento llegó tan lejos que Tartaglia lo retó a duelo 
aunque su verdadera intención era debatir con Cardano, que para ese tiempo estaba en el 
pináculo de la fama. De la competencia entre Ferrari y Tartaglia, sabemos que éste último 
la perdió de una manera poco decorosa, y el rencor y la amargura se apoderaron de su 
espíritu, para mayor desgracia suya y de las matemáticas. 

En esta historia, algunos autores han tomado partido por Tartaglia y han acusado a Cardano 
de plagio, cosa muy distante de la realidad, pues la competencia de éste último como 
matemático está fuera de toda duda. En todo caso, Tartaglia representa el oscurantismo 
medieval y Cardano el iluminismo del renacimiento por lo que son absurdas esas 
acusaciones. 

Podemos decir que el Ars Magna marca un antes y un después en la historia del desarrollo 
del álgebra y Cardano debe ser considerado una figura central en este proceso. Más aún, 
entre el al-jabr de al-Juarismi y el Ars Magna , no hay otro tratado con tanta influencia 
como éste último. 

Por otra parte, el tener métodos para encontrar las soluciones de las ecuaciones de tercero y 
cuarto grados por medio de radicales fue un paso enorme y significó un gran avance para 
las matemáticas en general y estableció las bases para el advenimiento del álgebra moderna. 

Posteriores al trabajo de Cardano aparecen otros que tratan sobre la ecuación cúbica. Tal es 
el caso de Nicolás Petri, de Daventer, quien en 1567 publicó su trabajo en el cual da alguna 
atención a esta ecuación, y resuelve algunos casos particulares tales comox 3 = 9x + 28, 
23x 3 + 32x = 905f, x 3 = 3x 2 + 5x + 16, en los cuales utiliza el método de Cardano. En 
ese mismo año, aparece otro trabajo en Antwerp de título Libro de cdgebra en arithmetica y 
geometría de Pedro Nuñez. En este trabajo, el autor muestra bastante familiaridad con los 
trabajos de Tartaglia y Cardano, y considera algunas ecuaciones cúbicas tales 
comox 3 + 3x = 36, x 3 +9x = 54. 

Mención aparte merece hacerse del trabajo de un algebrista italiano, Rafaello Bombelli 
(1526-1573), quien escribió un libro de título lAlgebra , publicado en 1572, y que también 
ejerció bastante influencia en los desarrollos posteriores del área. En esta obra, Bombelli 
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trata de aclarar algunos puntos del Ars Magna que le parecen oscuros, sobre todo en lo que 
respecta al cálculo con números complejos, a los cuales llama sofisticados, siguiendo a 
Cardano. 


Otra parte del libro está dedicada al cálculo de radicales, en particular raíces cuadradas y 

cúbicas de enteros positivos. Por ejemplo yÍ2 , la expresa como lo que ahora llamamos una 
fracción continua, que nosotros expresaríamos en la forma 


V2=l 


+ - 


1 


2 + 


2+Í+-- 


En lo que respecta a la solución de ecuaciones, Bombelli aborda en su libro los casos de la 
cúbica y la bicuadrática. Además, comienza a usar cierto simbolismo que nos recuerda el 
usado por Chuquet, pero su álgebra es todavía verbal. 

Un caso digno de analizar es el de una cúbica que escribiríamos como 

x 3 =15x + 4. 

En efecto al aplicar la fórmula de Cardano, encuentra que 

x=^2+V— nr +^2—V -121 , 

y como por simple inspección se ve que i = 4 es una raíz, la ecuación anterior tiene 
verdadero sentido para él. Sin embargo, lo interesante de su análisis es que trata de darle 
significado a esta expresión y busca otra forma de escribir los términos que en ella 
aparecen. Así, se propone encontrar números enteros ay b que satisfagan 

^2 + V—TIT = a + -J-b . 

Si se elevan al cubo ambos lados de esta expresión, entonces se obtiene 
2 + V—121 = a 3 + 3a 2 J-b + 3 a(J^b) 2 + (V^¿) 3 
= ( a 3 - 3 atí) + (3a 2 - b)J-b ; 

así, debería cumplirse que 2 = a 3 -3 ab y V—121 = (3a 1 -b)4-b , y en consecuencia 

V2-V-121 =a-4^b. 

Bombelli calcula el producto f \¡2 + V—121 Y\¡ 2-J~-12l) y obtiene 


es decir, 


Vl25 =a 2 +b. 


b = 5-a 2 


por lo que al sustituir en 2 = a 3 -3ab llega a una ecuación cúbica en a: 

4a 3 -15a = 2, 

de la cual es fácil calcular la solución a =2. Luego, b = 1, y por lo tanto 

^/2 + V^T21 =2 + V^I, 

^2 +V-121 =2-V-l , 

y se obtiene la solución real que ya teníamos pues 


: = \¡2 + -I2T + \¡2 — V^Tfl = (2 + V—I) + (2 — V^T) = 4. 
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Esto es muy significativo y Bombelli expresa: "Al principio, la cosa me parecía que 
estaba más basada en sofismas que en verdad, pero busqué hasta que encontré la prueba" 

[11, p. 61]. 

Pero no esto no queda ahí pues introduce una notación para estos números sofisticados: 
llama piú di meno a + V-l y meno di meno a - V-l , por lo que al calcular su producto 
obtiene: piú di meno via meno di meno fá meno 20 , es decir, (+V—1)(—■V—T) = -1. Esto nos 
muestra que Bombelli fue un poco más allá que Cardano en su entendimiento de los 
números complejos. 

Es indudable que con estos trabajos se estaba preparando el camino para que el álgebra 
llegara a ser una rama independiente de las matemáticas, pero se necesitaba primero 
desarrollar una notación adecuada para que esto pudiera realizarse. 


UN PASO IMPORTANTE: LA NOTACIÓN 

Ya hemos mencionado en varias ocasiones que el álgebra hasta el siglo XVI era de tipo 
verbal y hemos visto muchos ejemplos de esto. De hecho, el álgebra del siglo XVI tenía 
más cosas en común con el álgebra de los árabes que con nuestra moderna álgebra 
simbólica, en la que la notación que usamos es algo que damos por sentado. 

En realidad, el álgebra todavía estaba en ese tiempo muy conectada con la geometría, en el 
sentido de que para "demostrar" que algún número era solución de un problema algebraico 
se requería una demostración geométrica como en los trabajos de al-Jwarismi y Cardano, 
por citar algunos. La incógnita de un problema era pensada como la longitud de un 
segmento de recta; el cuadrado de la incógnita se refería al área de un cuadrado y su cubo, 
al volumen de un cubo. Desde esta perspectiva, tanto números negativos como potencias 
más grandes a tres eran imposibles. Además, un cuadrado no podía ser sumado con un cubo 
(esto es, no se podía sumar x 2 +x 3 ) debido a que áreas y volúmenes son cantidades de 
diferente especie y no pueden ser combinadas. Así, el álgebra era todavía un conjunto 
específico de reglas que eran usadas para resolver ecuaciones particulares. 

Un avance importante se dio hacia el final del siglo XVI: el álgebra vino a ser una 
herramienta muy poderosa pues se le proveyó de un mayor simbolismo. Se introdujo la 
notación exponencial y lo que se escribía como “A cubus” o “AAA” podría ser ahora 
escrito como A 3 . Los símbolos +, -, = fueron también introducidos. Este último fue 
propuesto por Robert Recordé pues decía que no hay dos cosas tan idénticas como dos 
líneas paralelas. 

Francisco Vieta, un abogado francés aficionado a las matemáticas empezó a usar vocales 
para representar variables y consonantes para representar constantes. Esto permitió a los 
matemáticos representar, por ejemplo, a toda la clase de ecuaciones cuadráticas como 
A 2 + BA = C y esto hizo posible que se pudieran discutir técnicas generales para resolver 
algunas clases de ecuaciones. De hecho, fue Vieta quien interpretó la cúbica general como 


20 piú di meno por meno di meno hacen menos uno. 
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una ecuación de la que todos los casos que consideraba Cardano eran ocurrencias 
particulares. Además, dio un solo método de solución que podía aplicarse a todos los casos. 

Si bien el simbolismo algebraico de Vieta no es el que usamos actualmente, sí era uno muy 
parecido. Así, para nosotros, la ecuación general de tercer grado la escribimos como 

x 3 + ax 2 + bx + c = 0 , (3) 


Vieta procede haciendo la sustitución 


x = y - 


y reduciendo la ecuación (3) a la forma 


y 3 +3py = 2q. 

Se puede decir, no obstante, que el álgebra de Vieta todavía tiene algo de verbal; por 
ejemplo, no adoptó el símbolo + sino hasta muy tarde en su vida. Quien vino a cambiar en 
definitiva el panorama fue Descartes. 


Descartes compartía el punto de vista griego de que una variable correspondía a una 
longitud pero mostró que una variable elevada a cualquier potencia entera correspondía 
también a la longitud de un segmento de recta que podía ser construido con regla y compás. 
Esta nueva visión liberó al álgebra de sus limitaciones geométricas y ahora sí podían 
considerarse expresiones del tipo x 4 y x 2 + x 3 . Así, Descartes pudo demostrar cómo el 
álgebra podía ser aplicada a problemas geométricos. El procedimiento era empezar con un 
problema geométrico, convertirlo en una ecuación, simplificarla algebraicamente y resolver 
geométricamente la versión simplificada. 
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PRESENTACIÓN 


Es indudable que el desarrollo del álgebra como generalización de la 
aritmética, en la que no conocemos las soluciones de los problemas pero las 
operamos como si las conociéramos con el recurso de utilizar letras para 
sustituirlas, abarcó un período muy largo de la J-Cístoría de Cas Matemáticas, 
y constituyó un tema central de éstas. Sin embargo, el desarrollo del álgebra 
abstracta en el siglo XIX, cuando las operaciones con números fueron sustituidas 
por operaciones con proposiciones lógicas, vectores, matrices o entes abstractos, 
marcó una verdadera revolución en las matemáticas, que obligó a reconsiderar no 
sólo algunas de sus ramas, sino el concepto mismo de lo que son y tratan, de 
modo que de ser considerada la ciencia de la cantidad, de la medición, de la 
solución de problemas cuantitativos, pasó a ser la del estudio de las relaciones 
entre las cosas. Esta consideración explica la importancia que le dimos a la 
posibilidad de presentar a nuestros lectores un resumen del desarrollo del álgebra, 
que les fue prometido en tres entregas. Hoy les presentamos, como cuarto y 
último artículo de este número, El Desarrollo del Álgebra Moderna, parte III: 
Surgimiento del Álgebra Abstracta, escrito por el maestro Guillermo Dávila 
Rascón. Cuando hicimos nuestro compromiso editorial de publicar este tema en 
tres partes, la tercera parte aún no estaba escrita. Así, aunque esta tercera parte 
resultó más extensa de lo esperado y podría dividirse convenientemente en dos, 
decidimos mantener el compromiso original. Estamos seguros de que nuestros 
lectores sabrán apreciar el esfuerzo del autor en tratar de hacer una reseña breve 
y entendible de una temática tan extensa y compleja; encontrarán en este artículo 
información actualizada de temas que se hallan muy dispersos o en publicaciones 
especializadas, como puede desprenderse de la bibliografía utilizada. 

En esta época de la computadora, nos olvidamos fácilmente del importante 
invento de cálculo llamado logaritmo. Además de su uso para facilitar los cálculos, 
los logaritmos adquirieron una gran importancia teórica dentro de las matemáticas; 
sin embargo, ignoramos o nos olvidamos de sus orígenes. ¿Qué son los 
logaritmos?, ¿cómo nacieron?, ¿quiénes los inventaron?, ¿cómo se construyeron 
las tablas?, son sólo algunas de las preguntas que hallarán respuesta con la 
lectura del primer artículo de estos JApuntes de J-Cístoría de Cas 
Matemáticas, el cual fue escrito por el maestro Francisco Javier Tapia Moreno, 
a raíz de una conferencia que impartió en el Seminario de Historia de las 
Matemáticas, y al que puso por título Historia de los Logaritmos. 

Completando este número de nuestra revista, tenemos dos reseñas 
biográficas. La primera, presentada por el maestro Eduardo Tellechea Armenta, 
aborda la vida y la obra del matemático polaco Kazimierz Kuratowski, así como 
una descripción de las circunstancias en las que le tocó vivir y trabajar; en 
particular, describe las reuniones donde se planteaban y resolvían problemas y el 



libro famoso donde los registraban. Su lectura nos ilustra sobre la conformación de 
la escuela polaca de matemáticas y su influencia en la matemática del siglo XX. 

La segunda biografía fue escrita por el maestro Oscar Mario Rodríguez 
Sánchez y trata de la vida extraordinariamente longeva y productiva de Dirk Jan 
Struik, de origen holandés, domiciliado en Estados Unidos, profesor visitante 
distinguido de la Universidad Nacional Autónoma de México. Struik festejó sus 
cien años de vida impartiendo una conferencia magistral, y murió a la edad de 
106, en octubre del año 2000; su visión social de las matemáticas y de su historia 
ejerció una gran influencia, lo mismo que los textos que publicó, por lo que la 
lectura de este artículo resulta muy interesante. 


Los invitamos a disfrutar de la lectura de estos Apuntes cCe 3-Cístoría cCe 
Cas Matemáticas. 


Hermosillo, Sonora, México; a 20 de octubre del 2003. 


EL EDITOR 


Marco Antonio Valencia Arvizu 
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HISTORIA DE LOS LOGARITMOS 


M.O. Francisco Javier Tapia Moreno 


MARCO HISTÓRICO 

El paso de la Edad Media a los tiempos modernos estuvo marcado por transformaciones 
cuyos resultados generaron un nuevo estilo de vida. A fines del siglo XV, con la decadencia 
del feudalismo en Europa, aumenta el poder de una nueva clase social, la burguesía. Ésta 
comienza a otorgar préstamos a interés, condenados hasta ese entonces como usura. El 
advenimiento del capitalismo, que estimula la acumulación de riquezas y justifica el lucro, 
se ve afianzado, además, por los grandes descubrimientos geográficos, que permiten a 
algunos puertos europeos convertirse en pequeñas capitales financieras y bancarias. Son 
tiempos de grandes cambios culturales y, sobre todo, de un apasionado retomo a las fuentes 
antiguas. En cuanto a la ciencia, se origina un proceso de secularización de la misma, donde 
el científico es generalmente el burgués. El hombre comienza a observar la naturaleza, a 
experimentar, a usar su razón con verdadero espíritu de investigación. La Matemática, 
prácticamente inactiva en Europa desde el siglo IV d.C. en que murieron Pappus y 
Diofanto, también reaparece en esta época. Afortunadamente, los árabes, que habían 
traducido los antiguos manuscritos griegos, fueron durante más de medio milenio los leales 
guardianes de aquellos conocimientos, a los que agregaron sus propios descubrimientos. 

Italia abre el camino con Scipio Ferro (1465-1526), Niccolo Fontana -apodado Tartaglia- 
(1500-1557) y Girolamo Cardano (1501-1576). En Alemania surgen Stifel, Durero y 
Copémico. La escena se traslada nuevamente a Italia con Galileo Galilei (1564-1642). Vive 
en esta época también el gran astrónomo alemán Johann Kepler (1571-1630). En la última 
mitad de siglo XVI Francia produce a Franyois Viéte, Escocia a John Napier y en Suiza 
nace Jobst Burgi. 


CAUSAS DEL DESCUBRIMIENTO 

A partir del siglo XVI, los cálculos que se precisaban hacer, debido principalmente a la 
expansión comercial y al perfeccionamiento de las técnicas de navegación, eran de tal 
magnitud que surgía la necesidad de encontrar algoritmos menos laboriosos que los 
utilizados hasta entonces, es decir, algoritmos de la multiplicación, de la división, etc. 

El descubrimiento de los logaritmos no se produjo aisladamente, por un único proceso. Dos 
caminos condujeron a su hallazgo: los cálculos trigonométricos para las investigaciones 
astronómicas aplicables a la navegación, y el cálculo de las riquezas acumuladas en lo que 
se refiere a las reglas de interés compuesto. Ambos caminos inspiraron respectivamente a 
John Napier y a Jobst Bürgi en el descubrimiento de los logaritmos. 

Henry Briggs, quien fue el primero que hizo las tablas logarítmicas en base 10, en el año 
1631, en su obra Logarithmall Arithmetike, explica el objetivo de la invención de los 
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logaritmos: "Los logaritmos son números inventados para resolver más fácilmente los 
problemas de aritmética y geometría... Con ellos se evitan todas las molestias de las 
multiplicaciones y de las divisiones; de manera que, en lugar de multiplicaciones, se hacen 
solamente adiciones, y en lugar de divisiones se hacen sustracciones. La laboriosa 
operación de extraer raíces, tan poco grata, se efectúa con suma facilidad... En una palabra, 
con los logaritmos se resuelven con la mayor sencillez y comodidad todos los problemas, 
no sólo de aritmética y geometría, sino también de astronomía." 


PRECURSORES: ARQUÍMEDES Y STIFEL 

Los orígenes del descubrimiento, o invención, de los logaritmos se remontan hasta 
Arquímedes, en la comparación de las sucesiones aritméticas con las geométricas. Para 
comprender tal comparación escribamos, por ejemplo, las siguientes dos sucesiones: 


1 11 

1 2 | 

3 

4 

1 5 I 

6 

II ^ | 

oo 

1 9 | 

1 2 

1 4 | 

8 

1 16 

1 32 

64 

1028 

256 

[5121 


A los números de la primera sucesión, que es aritmética, los llamaremos logaritmos ; a los 
de la segunda sucesión (la de abajo), que es geométrica, los llamaremos antilogaritmos. 

La regla de Arquímedes, según expresa Hoeben, dice que " para multiplicar entre sí dos 
números cualesquiera de la sucesión de abajo, debemos sumar los dos números de la 
sucesión de arriba situados encima de aquellos dos. Luego debe buscarse en la misma 
sucesión de arriba dicha suma. El número de la sucesión inferior que le corresponda 
debajo será el producto deseado". 

Esta comparación de dos sucesiones vuelve a aparecer en el siglo XVI, en los trabajos de 
un matemático alemán, Miguel Stifel (1487-1567), quien publicó en Nuremberg su 
"Arithmetica integra" en el año 1544. En esta obra se encuentra por primera vez el cálculo 
con potencias de exponente racional cualquiera y, en particular, la regla de la 
multiplicación: a" -a’" = a" +m , para todos los números racionales n, m. 

Stifel da también la primera tabla de logaritmos que existe, aunque en forma muy 
rudimentaria. Contiene sólo los números enteros desde -3 hasta 6, y las correspondientes 
potencias de 2: 


-3 

-2 

-1 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

1/8 

1/4 

1/2 

1 

2 

4 

8 

16 

32 

64 


A los números de la sucesión superior los denominó exponentes. 

Pero para hacer realmente aplicables los logaritmos al cálculo numérico, le faltaba a Stifel 
todavía un medio auxiliar importante, las fracciones decimales; y sólo cuando se 
popularizaron éstas, después del año 1600, surgió la posibilidad de construir verdaderas 
tablas logarítmicas. 
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En una parte de su libro, Stifel hace la siguiente observación: "Se podría escribir todo un 
libro nuevo sobre las propiedades maravillosas de esos números, pero debo ponerme coto a 
mí mismo en este punto y pasar de largo con los ojos cerrados". Más adelante agrega: "La 
adición en la sucesión aritmética corresponde a la multiplicación en la geométrica, lo 
mismo que la sustracción en aquélla corresponde a la división en ésta. La simple 
multiplicación en la sucesión aritmética, corresponde a la multiplicación por sí mismo, 
potenciación, en la geométrica; y la división en la primera corresponde a la extracción de la 
raíz en la segunda, algo así como la división por dos, corresponde a la extracción de la raíz 
cuadrada". 

Por ejemplo, si se tuviera que multiplicar 2 por 16, sólo se tendría que sumar los números 
de la sucesión aritmética que se hallan encima de éstos, es decir, 1 y 4, obteniéndose 5. 
Debajo de éste encontramos el número 32 de la sucesión geométrica, que es el resultado de 
la multiplicación. Para efectuar una división se realiza una sustracción. Así, 256 dividido 
32, se hace 8-5 = 3, debajo del cual se ve el número 8 , que es el resultado de la división. 
La potenciación, llamada por Stifel ''multiplicación por sí mismo ", se efectúa por la suma 
"consigo mismo" del correspondiente número aritmético. Es decir, para hacer 64 se suma 
tres veces el número 2, que es el correspondiente en la sucesión aritmética al número 4. O 
sea, 2+2+2 = 60 2-3 = 6 , debajo del cual encontramos el 64, lo que significa que este 
número es el cubo de 4. La radicación se obtiene mediante la división. Así, la raíz cúbica de 
64, se obtiene dividiendo al número 6 , que es el correspondiente número aritmético de 64, 
por 3. Es decir, 6 h- 3 = 2, debajo del cual encontramos el 4. 


JOHN NAPIER 

Durante la última parte del siglo XVI, Dinamarca llegó a ser un importante centro de 
estudios sobre problemas relacionados con la navegación. Dos matemáticos daneses, 
Wittich y Clavius (cuya obra De Astrolabio se publicó en 1593), sugirieron la aplicación de 
las tablas trigonométricas para abreviar los cálculos, mediante el uso de las fórmulas del 
seno y del coseno de la suma de dos ángulos. Este recurso de cálculo sirvió probablemente 
de inspiración al escocés John Napier (1550-1617), cuyo nombre latinizado es Neper, en la 
deducción de un método sencillo para multiplicar senos de ángulos por un proceso de 
adición directa. El descubrimiento de Napier fue ávidamente acogido por los astrónomos 
Tycho Brahe y Johann Kepler. En el año 1614 en Edimburgo aparecen sus Mirifici 
logarithmorum canonis descriptio, o “descripción de la maravillosa regla de los 
logaritmos”, es decir, las primeras tablas de logaritmos; sin embargo, no se describe aquí la 
forma en que fueron construidas. A inicios de 1619, dos años después de su muerte, aparece 
el procedimiento utilizado, bajo el título Mirifici logarithmorum canonis constructio, es 
decir, “construcción de la maravillosa regla de los logaritmos”. 

Napier fue el inventor de la palabra logaritmo (del griego "logos", razón, y "arithmos", 
número: número de razones, pues en el caso de ser el logaritmo un número entero, es el 
número de factores que se toman de la razón dada (base) para obtener el antilogaritmo. 
Además, introdujo los logaritmos mediante una concepción cinemática, cuyo origen, según 
él se imaginaba, era un movimiento sincrónico, una especie de fluctuación entre dos 
sucesiones. A continuación se describe esta concepción. 
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Sean un segmento AB y una semirrecta HF. Supongamos que los móviles c e i parten 
simultáneamente de A y H con la misma velocidad inicial y en dirección a B y F, 
respectivamente (ver Figura 1). 


A 


c 


y 


B 


H 



F 


Figura 1. 

Supongamos que el móvil c tiene una velocidad numérica igual a la distancia y; además, el 
móvil i se desplaza con una velocidad uniforme numéricamente igual a su velocidad inicial. 
Napier definió la longitud x como el logaritmo de y. 

Recurriendo al cálculo diferencial e integral podemos escribir: 


por lo cual 
y, además, 


y = Velocidad de c 


- dy 
dt 


Velocidad de c en A = Velocidad de c en i = 


dx 

dt 


dy 


= -dt 


( 1 ) 


dx 

dt = - (2) 

velocidadde c en A 


y 

Napier toma el valor 10 para la velocidad de c en A, con el objeto de eliminar la dificultad 
surgida al utilizar fracciones. 

Partiendo de (1) e integrando, tendremos: 


ln y = -t + K 


donde K es un número real. 


Si t = 0, entonces K = ln 10 7 (ya que longitud de AB es 10 7 ). Así, 

lny = —í + lnlO 7 (3) 

Ahora bien, de (2), 10 1 dt = dx, integrando se tiene que, v = 10 7 '. Por lo tanto, el logaritmo 
que Napier define es: 
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x = 10 7 t 

= 10 7 <il0 7 — lny , por (3), 


f 


= 10 7 ln 


V 


10 7 

.y, 


Esto es, 


10 7 log 


f 

vlO 


\ 

) 


JOBST BÜRGI 

El descubrimiento de los logaritmos es un claro ejemplo de lo habituales que resultan las 
duplicidades en las innovaciones. Hoy se sabe que el relojero y constructor de instrumentos 
suizo Jobst Bürgi (1552-1632), se hallaba en posesión de este conocimiento antes que 
Napier, incluso se afirma que concibió la idea del logaritmo ya en el año 1586, estimulado 
por las observaciones antes mencionadas de Stifel, y en el Libro de cálculo de Simón Jacob 
(1565). Pero, según se dice, fue por falta material de tiempo que no lo dio a conocer, 
motivo por el cual el astrónomo Kepler pudo echarle en cara el hecho de "haber dejado en 
el desamparo al hijo de su espíritu, en vez de educarlo para la publicidad". Se dice que así 
procedió, pues, como se le decía en latín, era un "secretorum suorum custos" (guardián de 
sus secretos). 

Hubo que esperar hasta el año 1620 para que Bürgi publicara en Praga sus tablas 
logarítmicas bajo el título Arithmetische und geometrische Progress Tabulen. Estas tablas 
se publicaron en circunstancias exteriores desfavorables, pues el 8 de noviembre de 1620 
fue tomada Praga, y permanecieron desconocidas. Bürgi vió que el valor práctico de las 
sucesiones de Stifel es aplicable con provecho en el caso de que sus respectivos términos se 
aproximen uno al otro, lo más posible. A la vez observó que las propiedades logarítmicas 
no se extendían solamente sobre la sucesión de potencias de base dos, sino sobre sucesiones 
con cualquier razón racional q. 


BASES DE NAPIER Y BÜRGI 


Existe la creencia general de que Napier ha sido el inventor de los logaritmos naturales, 
cuya base es el número e. Pero esto es absolutamente falso. Es sabido que Bürgi utilizó 
como base, aunque él mismo no lo supiera, el número 



l(f 


\io" 


= 2.7184593... 


que está muy cercano al verdadero valor de e = 2.718281828.... 
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Bürgi partió de una progresión aritmética de primer término 0 y razón 10 y último término 
32,000. Estos números, que serían nuestros logaritmos, los denomina números rojos. La 
progresión geométrica correspondiente empieza con el número 10 8 y la razón (que elige, al 
igual que Napier, cercana a la unidad, para lograr de este modo que los sucesivos términos 
de la progresión geométrica difieran muy poco entre sí) es 1 + 10 4 . Estos son sus números 
negros. La tabla es de doble entrada, entrando con los números rojos, de manera que Bürgi 
construyó una tabla de antilogaritmos. Para poder comprobar el surgimiento del número e 
en el sistema de Bürgi, debemos multiplicar a cada término de la progresión aritmética por 
10 5 . Si elegimos un término rojo, por ejemplo 10, y su correspondiente negro, 
(+1CT 4 (o 8 podemos efectuar la siguiente deducción: 

10 4 =log fl (+W~ 4 Jo\ 

= log fl <+10- 4 }log„<0 8 ^ 

= log fl (+ 10 ^' 


Por lo tanto, 


i o 


1 + 10 


+ 3 


y de aquí, 


t 4 

« = (l + 10“ 4 ) Sf = 2.718281828 

La tabla de Napier no daba los logaritmos de la sucesión de los números naturales, sino de 
los valores de los senos de 0 o a 90°; en ella, para obviar los números negativos y para que 
los términos de su progresión geométrica fueran potencias enteras muy próximas a un seno 
dado, eligió como razón un número próximo a la unidad, pero menor que ella: 0.9999999. 

En realidad, Napier no habla de base alguna, pero la que se deduce de sus cálculos se 
aproxima mucho a la expresión 



que es algo menor que la recíproca del logaritmo natural. 


Una comparación de los logaritmos de Napier y Bürgi se hace en las tablas siguientes: 
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Tabla de 
Napier 

1 

10 7 <-10“ 7 ^ 

2 

10 7 (-1(T 7 ^ 

’ 3 

10 7 (-ÍCT 7 ^ 



N 

10 7 <-l(T 7 ^ 

'■ 




Tabla de 
Bürgi 

10(1) 

iO 8 (+10^ 

10(2) 

10 8 (+10^ 

10(3) 

10 8 (+10^ 



10(n) 

10 8 (+10^ 




HENRY BRIGGS 

Las tablas de Napier, aparecidas en 1614, causaron un gran impacto en toda Europa, pero 
especialmente en Henry Briggs (1561-1630), profesor de geometría de Oxford. Briggs 
visitó a Napier en Edimburgo y, después de una discusión, llegaron a la conclusión de que 
el logaritmo de 1 debía ser igual a 0, mientras que el logaritmo de 10 debía ser igual a 1. 
Así nacen los logaritmos de "base vulgar" o logaritmos de Briggs. La tarea de construir la 
primera tabla de logaritmos en base 10 fue asumida por Briggs, puesto que Napier no 
poseía ya fuerzas para emprender un trabajo de esa envergadura. 

En SIGMA, El Mundo de las Matemáticas, aparece el siguiente relato del primer encuentro 
entre el barón de Merchiston, John Napier, y Henry Briggs: 

"no podía tener tranquilidad en sí, hasta que no hubiera visto a la noble persona de cuya 
sola invención éstos eran... Mr. Briggs señala un día determinado para encontrarse en 
Edimburgo; pero falló en su propósito, de modo que Lord Napier temía que no viniera. 
Sucedió que un día, cuando John Marr y Lord Napier estaban hablando de Mr. Briggs: 
'Ah, John -decía Merchiston-, ahora Mr. Briggs no vendrá', en el mismo instante alguien 
llama a la puerta; John Marr se apresuró a bajar y resultó ser, para su gran alegría, Mr. 
Briggs. Conduce a Mr. Briggs a la habitación de Milord, donde estuvieron casi un cuarto 
de hora, cada uno contemplando cd otro con admiración, antes de que se dijera ni una 
palabra; finalmente, Mr. Briggs comenzó: 'Milord, he emprendido este largo viaje para ver 
a vuestra persona, y para saber mediante qué mecanismo de inventiva o ingenio pensásteis 
por primera vez en esta ayuda tan excelente para la astronomía, a saber, los logaritmos. 
Pero, Milord, me extraña que, habiéndolos descubierto vos, nadie los haya descubierto 
antes, cuando ahora que los conocemos parece tan fácil.' " 
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En el año 1617, año de la muerte de Napier, Briggs publicó sus Logarithmorum chilias 
prima, que comprende los logaritmos de los números 1 a 1,000, con una precisión de 14 
decimales. En 1624 en su obra Arithmetica logarithmica, ya aparece la palabra 
característica (parte entera). La palabra mantisa (parte decimal) fue utilizada por primera 
vez por Wallis en 1693. Las tablas que aparecen en la obra de Briggs contienen los 
logaritmos decimales de los números 1 a 20,000 y de 90,000 a 100,000, con 14 cifras 
decimales de precisión. 

Existen más de veinte obras sobre este tema publicadas entre 1614 y 1631, incluida una de 
Adrián Vlacq y E. Decker, quienes en 1628 publicaron en Holanda los logaritmos desde 1 a 
100,000, aproximados hasta 10 cifras decimales. Edward Wright (1559-1615) publicó una 
traducción inglesa del tratado de Napier, aparecido en 1614, en la que se encuentran 
algunos logaritmos naturales. John Speidell, en una obra titulada New logarithmes, 
publicada en Londres en 1619, reajusta los logaritmos de Napier introduciendo, a partir de 
las funciones trigonométricas, los logaritmos naturales (de base e). El inventor de la "Regla 
de cálculo", William Oughtred, establece las propiedades 

a) log m ■ n = log m + log n 

YYl 

b) log — = log m - log n 

n 

c) logx" = /rlogx 


LOGARITMOS Y ANTILOGARITMOS 

Como se vio anteriormente, Stifel propuso dos sucesiones: una aritmética (que llamamos 
logaritmos) y otra geométrica (que llamamos antilogaritmos). Pero esta primitiva tabla de 
logaritmos y antilogaritmos no es suficiente para poder llevar a cabo multiplicaciones y 
otras operaciones, a no ser que sea posible ampliarla y completarla de modo que comprenda 
todos los números cuyo producto se desea obtener. Para distinguir los logaritmos 
correspondientes a una determinada sucesión geométrica, de los logaritmos 
correspondientes a otra sucesión geométrica, designamos por a la base de la sucesión y 
escribimos esta a como adjetivo matemático en la parte inferior derecha, para señalar qué 
tablas de logaritmos estamos usando. 

El logaritmo de un número p en una cierta base a es el exponente al que debe elevarse la 
base a para obtener dicho número p. Análogamente, si m es el logaritmo de p en una base a, 
entonces p es el antilogaritmo de m en dicha base. En símbolos: 

p = a'" => m = log fl p 


o bien, 


p = anti!og (( m 

Esta notación permite escribir la regla de la multiplicación en otra forma: 
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q = a n => n = log fl q 


o bien, 


q = antilog fl n 


Entonces, 


p-q = a m+n => m + n= log n p ■ q 


y de aquí, 

p ■ q = anti log fl 4¡i + n = anti log fl <pg (í p + log fl q ^ 

Esta conclusión expresa que, en una cierta base, el logaritmo del producto de dos números 
es igual a la suma de los logaritmos de dichos números en la misma base. Del mismo modo 
pueden deducirse las reglas conocidas restantes. 


TABLAS EN BASE 2 

Toda tabla de logaritmos es a la vez tabla de antilogaritmos. Como ejemplo de tabla 
logarítmica, de tres decimales, podemos escribir la siguiente, basada en la progresión 
geométrica 2 ", es decir, con base igual a 2: 


n = log 2 N 

N = antilog 2 n 

0 

1 -> 1.000 

0.5 

\¡2 > 1.414 

1 

2 -> 2.000 

1.5 

\¡2? > 2.828 

2 

4 -> 4.000 

2.5 

/2 5 > 5.657 

3 

8 ->• 8.000 

3.5 

2 1 11.314 

4 

16 ->• 16.000 


i - - . 
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Los números n de la sucesión aritmética son logaritmos, los números N de la sucesión 
geométrica 2” son antilogaritmos. Así, log 2 2.828 = 1.5 y antilog 2 1.5 = 2.828. Si quisiéramos 
multiplicar, por ejemplo, 2.828 x 5.657, se procedería del siguiente modo. 

La tabla dice: 


log 2 2.828 = 1.5 => antilog, 1.5 = 2.828 
log 2 5.657 = 2.5 => antilog 2 2.5 = 5.657 


Luego: 


2.828x5.657 = 
antilog 2 ^pg, 2.828 4- log 2 5.657 
= antilog 2 (1.5 + 2.5) 

= antilog, 4 
= 16 


TABLAS EN BASE 10 

Para las aplicaciones prácticas, la base de las tablas logarítmicas es 10, por ser 10 la base de 
nuestro sistema de numeración. Esto simplifica los cálculos de las tablas logarítmicas por la 
siguiente razón: siendo 10 la base, los números fundamentales de las tablas están 
contenidos en las dos sucesiones 


Log 

-2 

-1 

0 

1 

2 

3 

Antilog 

0.01 

0.1 

1 

10 

100 

1000 


Podría hacerse, por ejemplo, el siguiente cálculo: 

i 

log 10 3.162 = log 10 10 =log 10 10 2 =0.5 

5 


es decir, 


/10s3.162=>log 10 3.162 = 0.5 

Si quisiéramos saber, por ejemplo, el log 10 ^1.62 , se procedería de la siguiente forma: 
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log 10 ^1.62j= 

= log 10 ^.162x10^ 

= log 10 <.162^-log 10 <0^ 
= 0.5 + 1 
= 1.5 


De manera similar: 


log 10 «16.2> 

= log 10 ^.162x100^ 

= l°g in ^.162^-log 10 100 
= 0.5 + 2 
= 2.5 

Es decir, que a pesar de que se altere el lugar del punto decimal en un número, no se 
modifica en nada el valor de la cantidad que está a la derecha del punto decimal en su 
logaritmo. Por lo tanto, si tuviéramos los logaritmos de todos los números comprendidos 
entre 1 y 10, a intervalos suficientemente pequeños, tendríamos todo lo necesario para 
multiplicar logarítmicamente. Supongamos que necesitáramos multiplicar 1.536x77. Las 
tablas nos darían: 


log 10 <.536^= 0.1864 

log 10 4..1 > 0.8865 => log 1() <7 y 1.8865 

Entonces 

1.536x77 = 

antilog 10 1864 +1.8865 
= antilog 10 {*.0729^ 

= antilog 10 4 + 0.0729^ 

_ iq2+0.0729 

= 10 2 -lo 00729 

= 100-antilog 10 |).0729^ 

= 100<.83^ 

= 118.3 


El resultado de la multiplicación anterior es aproximado, con un error menor de tres 
centésimas, dado que se han usado tablas con sólo cuatro cifras decimales. 


15 



ATUNTTS 'DJL 'líISTORm 'D'E LJK.S MATEMÁTICAS 

CONSTRUCCIÓN DE UNA TABEA EN BASE 10 


VOL. 2. NO. 2. MAYO 2003 


Para construir una tabla de logaritmos en una base 10, puede comenzarse por construirse 
una tabla de antilogaritmos. Por ejemplo: 


Antilog 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

■ 


Y calcularse sus logaritmos de la forma siguiente: 

1 = 10° =>log 10 l = 0 

Luego, por multiplicación hallamos: 2 10 = 1024 que sólo difiere de 1000 en menos del 
2.5%, 

3 

2 10 £ 10 3 => 2 = 10 1 " = 10 03 => log 10 2 = 0.3 
Nuevamente por multiplicación: 

3 9 = 19 683 = 20 0 00 = 2 • 10000 

= 10°' 3 - 10 4 = 10 43 => 

4.3 

3 = 10^ = 10 o48 :=> log 10 3 = 0.48. 

Y así, sucesivamente, obtenemos el siguiente esquema de tabla de logaritmo: 


N 

log N 

N 

log N 

1 

0 



2 

0.3 

20 

1.3 

3 

0.48 

30 

1.48 

4 

0.6 

40 

1.6 

5 

0.7 

50 

1.7 

6 

0.78 

60 

1.78 

7 

0.84 

70 

1.84 

8 

0.9 

80 

1.9 

9 

0.95 

90 

1.95 

Antilog 77 

n 

Antilog 77 

77 


CONSTRUCCIÓN DE LA TABLA DE BRIGGS 

Briggs, al formar su tabla de logaritmos, escribió una sucesión aritmética cualquiera 
(logaritmos) cuyo primer término era 1, y una sucesión geométrica (antilogaritmos) cuyo 


16 










































































\J’ÍL \ J J'S T>T 3-CIST0RIJA VT LAS MATEMÁTICAS _ VOL. 2. NO. 2. MAYO 2003 

primer término era precisamente la razón o base de esta sucesión. Por ejemplo si la razón es 


n = log 10 N 

N = antilog 10 n 

1 

10 

0.875 

7 

10* = 7.4980 

0.750 

3 

ICO =5.6234 

0.625 

5 

10* = 4.2170 

0.500 

1 

102 =3.1623 

0.375 

3 

10* = 2.3714 

0.250 

1 

104 =1.7783 

0.125 

i 

10* =1.3385 

0 

i 


Extrayendo raíces de grado más elevado, podrán hacerse tan pequeños como se desee los 
intervalos entre los números de la columna de la izquierda (logaritmos). 


Es conocida la propiedad por la cual si tomamos tres números consecutivos cualesquiera a , 
b y c de una sucesión aritmética el segundo de ellos es la media aritmética de los otros dos, 

es decir b = ■ Análogamente, dados tres números consecutivos cualesquiera A, B, C de 

una sucesión geométrica, el segundo de ellos es la media geométrica de los otros dos, es 
decir: B = ¡A C. 


Utilizando esta propiedad, Briggs convirtió una tabla de antilogaritmos (o sea, que tiene los 
logaritmos a intervalos regulares, en la columna de la izquierda), en una tabla de logaritmos 
(que tiene los antilogaritmos a intervalos regulares, en la columna de la izquierda). En la 
siguiente tabla puede verse una aplicación de este método a las sucesivas aproximaciones 
del valor del log l0 5 : 
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N = antilog 10 n 

n = log 10 N 

A = 1 

a = 0 

B = 10 

b= 1 

C = \¡A ■ B = 3.162277 

c = \ ^ +¿> j= 0.5 

D=]BC = 5.623413 

d = ±4 + cj= 0.75 

E = ^/CD = 4.216964 

e = ±t + dy 0.625 

F = xlDE = 4.869674 

f = ±H+ej= 0.6875 

G = \¡E ■ F = 5.232091 

8 = j€ + fj=0J 1875 

H = xlF-G =5.048065 

h = j€ + gy 0.703125 

I = ylGH = 4.958067 

i = ±4+hy 0.6953125 

J = H ■ I = 5.002865 

j = ^ + i y 0.6992187 


Se evidencia aquí la laboriosidad de hombres como Briggs y Vlacq, que calcularon sus 
logaritmos con 14 y 10 cifras decimales exactas, respectivamente. 


ANALOGÍAS ENTRE LOS SISTEMAS DE BÜRGI Y NAPIER 

Con el fin de observar la relación que hay entre ambos sistemas, calculemos, por ejemplo, 
en el sistema de logaritmos de Bürgi, las potencias correspondientes a dos términos 
consecutivos de la progresión geométrica de razón 1.0001 = 1+10 4 . Tomemos como 
exponentes y, y + 1, con y entero: 

/ , n 4^ / . „-4 '>+' . 

\+10 ^ = x, \+10 ^ = x + dx 

Por sustracción, se deduce que 


dx = x + dx - x 


= C+io- 4 ^ - <+io- 4 ^: 

= <+10' 4 ^-<+10" 4 -l" 

= x-10^ 4 
x 

_ 10 ^ 
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Una vez determinado el valor de x correspondiente a un valor de y, Bürgi obtiene el que 


corresponde al siguiente, y + 1, por adición a x de 


to 4 


Con el propósito de completar sus tablas e intercalar términos en sus progresiones, toma las 
potencias correspondientes a dos exponentes y, y + dy : 


x = 


(+ 1(T 4 ^ x + dx=(+ 1(T 4 ^ + ' /V 
Siguiendo un razonamiento análogo al anterior, obtenemos: 

dx= (+10“ 4> .r< + 10- 4 ^-ll,x.„.10- 4 


(Nota: Ya Bürgi había detectado esta aproximación: (+10 4 ^ v =l + ¡íy-10 4 . Hoy en día se 
puede obtener por la aproximación del polinomio de orden 1 de Taylor 
/O/0/'<o X-* 0 . ', de la siguiente manera: Sea f(x) = x dy , entonces f(x) = 

dy-x dy ~\ Si tomamos xo= 1 y x =1+10~ 4 , obtenemos dicha aproximación.) 

De la fórmula anterior, obtenemos la expresión más general: 


dy _ 10 4 
dx x 


( 1 ) 


Tenemos así, una ecuación de diferencias para el sistema de logaritmos de Bürgi, que éste 
mismo aplicó para el cálculo de su tabla. 

De igual modo se deduce que los logaritmos de Napier satisfacen la ecuación de diferencias 


dy _ -10 7 
dx x 


( 2 ) 


Finalmente podemos observar la íntima relación entre ambos sistemas. Haciendo un 


cambio de escala, en lugar de y, 



y tomemos en lugar de dy a dz 


, entonces 

10 4 


obtendremos, reemplazando en (1): 


dz- 10 4 _10 4 
dx x 


de donde 


dz _ 1 
dx x . 
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De la misma forma podemos trabajar la ecuación de diferencia de Napier, mediante un 

— y — dy 

cambio de escala, llamemos en lugar de y, z = —y; y tomemos en lugar de dy a dz = -——, 


10 ' 


10 ' 


así obtendremos, reemplazando en (2): 


dzi 10 


7 > 


dx 


■ 10 ' 

x 


por lo tanto, 


dz _ 1 
dx x. 


Queda claro que en ambos sistemas llegamos a la misma ecuación de diferencias. Veamos 
ahora una interpretación geométrica de ambos sistemas. 

Si partimos de la ecuación de diferencias 

dy _ 1 

dx x 


obtenemos 

dy = E (3) 

X 

Tomemos una partición {1, h¡, h, 2 , ..., h n , x) en el intervalo [1, x\ para un x cualquiera. 
Podemos pensar que dy irá variando para cada valor h¡ de la partición, ya que 

dh dx 

dy k = y k - y k _ x . De (3) obtenemos que dy k = — (en particular, dy = dy k = — ). 

h x 


Por otra parte, observemos el gráfico de / ^'3= — y averigüemos el área de cada uno de los 

x 

"rectángulos inferiores" que dependerá de la partición que hayamos tomado (ver Figura 2). 
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Por ejemplo, 


En general, 


Figura 2. 


—- = Área del rectángulo inferior A. 

hi 


dn y 

— = Area de un rectángulo inferior cualquiera. 
h 


Para hallar el área total debemos sumar todos los rectángulos inferiores. De este modo 

* ' ¿//í dh * , dh i 

obtenemos: ^ —, pero por ser ^ 1 = dy k tendremos que la ^ ^ dy k . 


X X 

Definamos yo =0 entonces ^dy k = ^ 4¿ k - y k _ x 

k =1 k =1 


= .fi - y 0 + y 2 - yi + + y k - y k ~i + y* - y* 
= y x - y o 
= y x 


Pero y x es y, ya que es éste el que depende de x, por lo tanto obtenemos 




dh 


k =1 


De esta interpretación se llega inmediatamente, como veremos a continuación, a los 
logaritmos naturales, mediante los conocimientos actuales del cálculo integral. 

Pensemos una partición en que Acopara que el valor del área de cada rectángulo se 
aproxime más a la de la zona sombreada y como el intervalo [1, x ] es continuo, integramos 
para calcular el área 


y = 


I 

1 


dh 

h 


= ln h 


X 

1 


ln x - ln 1 
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Pero para poder aceptar esta interpretación del logaritmo debe comprobarse que se cumpla 
la propiedad fundamental, por la cual el logaritmo del producto es la suma de los 
logaritmos de los factores; lo que puede demostrarse muy fácilmente. Este último análisis 
se corresponde también con el proceso histórico. En el año 1650, gracias a los adelantos en 
geometría analítica y en el cálculo infinitesimal, pudo llegarse a los resultados anteriores. 
Con estos descubrimientos, de principios del siglo XVII, se lograron efectuar operaciones 
que anteriormente ni siquiera podían pensarse. 

A inicios del siglo XVIII el gran matemático Leonard Euler descubriría las profundas 
relaciones entre la función exponencial ax = b y su inversa x = log (I b. 

En palabras de Egmont Colerus: Sin embargo, aún no se sospechaba que el nuevo método 
calculístico, sobre todo en sus últimos principios constructivos, simultáneamente se 
transformaría en eje de toda la Matemática infinitesimal. Nadie pensaba aún en que la 
función logarítmica se habría de transformar en un puente tendido sobre el camino que 
lleva a la solución de integraciones, aparentemente insolubles. Y menos aún se pensaba en 
el futuro del mágico número e, para el cálculo de intereses y de probabilidades. 
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KAZIMIERZ KURATOWSKI 

Eduardo Tellechea Armenia 


POLONIA EN LA ÉPOCA DE SU NACIMIENTO 

Para entender lo que fueron los años de estudiante de Kuratowski, es necesario revisar un 
poco la historia de Polonia alrededor del nacimiento de este célebre matemático polaco, 
ocurrido el 2 de febrero de 1896 en Varsovia. 

En esta época, Polonia no existía formalmente, había sido dividida en el año 1772. El sur 
fue llamado Galicia y se encontraba bajo control Austríaco. La mayor parte del resto era 
dominado por Rusia. 

Como resultado de una política implementada entre 1869 y 1874, toda la enseñanza 
secundaria era en idioma ruso. A partir de 1906, sin embargo, la Universidad de Varsovia, 
que funcionaba ilegalmente, se convirtió en una opción de educación polaca para aquellos 
que se arriesgaron a enseñar y estudiar en esta institución. 

En 1905, cuando Kuratowski tenía 9 años, la política rusa se relajó permitiendo el uso de la 
lengua polaca en las escuelas; no obstante, para ingresar a la Universidad había que tomar 
un examen del idioma ruso como candidato externo. 


KURATOWSKI EL ESTUDIANTE UNIVERSITARIO 

Cuando Kuratowski terminó la secundaria, decidió estudiar una carrera de Ingeniería para 
lo cual se inscribió en octubre de 1913 en la Universidad de Glasgow, en Escocia, la cual 
contaba con una prestigiada Escuela de Ingeniería con una gran historia y que se había 
consolidado desde su fundación, en 1840. Al respecto, Sneddon (Ian Naismith Sneddon, 
matemático polaco, 1919-2000) relata lo siguiente: 

Debió tener miedo de que su nombre le trajera dificultades entre sus compañeros 
estudiantes ya que en el registro de la clase de Matemáticas aparecía su nombre 
como Casimir Kuratov. 

Al final de su primer año, en atención a su desempeño como estudiante, le fue concedido el 
premio de la clase de Matemáticas. Durante el verano y antes de iniciar el segundo año 
regresó a Polonia de vacaciones siéndole imposible regresar a Escocia por el inicio de la 
Primera Guerra Mundial, en agosto de 1914. Aunque lamentablemente sus estudios se 
vieron interrumpidos, esto benefició enormemente a las Matemáticas, pues no volvería más 
a sus estudios de Ingeniería. 
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En agosto de 1915 las fuerzas rusas que habían sometido a Polonia durante tantos años se 
retiraron de Varsovia. Alemania y Austria Hungría tomaron el control de la mayor parte del 
país, instalando un gobernador alemán en Varsovia. Uno de los primeros movimientos 
académicos después de la desocupación rusa fue la refundación de la Universidad de 
Varsovia, la cual empezó a operar como universidad polaca en noviembre de 1915. 

Kuratowski fue uno de los primeros estudiantes en estudiar Matemáticas en el reinicio de la 
Universidad de Varsovia. Participó en seminarios atendidos por los matemáticos polacos 
Janiszewski (1888-1920) y Mazurkiewics (1888-1945), antes de que finalizara la primera 
guerra mundial. 

Al respecto, Kuratowski escribió: 

Desde 1917, Janiszewski y Mazurkiewics dirigieron un seminario de Topología, 
probablemente el primero en este nuevo y exuberante campo en desarrollo. Las 
sesiones del seminario, que se extendían por largo tiempo con vehementes 
discusiones entre los dos conductores, fueron un verdadero deleite para los 
participantes. 

Hubo otros dos matemáticos polacos que tuvieron una gran influencia en Kuratowski, uno 
fue Lukasiewics, profesor de Filosofía que trabajó en Lógica Matemática, y el otro fue 
Sierpinski. De hecho, el primer artículo de Kuratowski, “ Sobre las definiciones en 
Matemáticas ”, fue escrito en 1917 como producto de las discusiones que se dieron en el 
seminario de Lukasiewics. 

Después de graduarse en 1919, emprendió sus estudios doctorales bajo la tutoría de 
Janiszewski y Mazurkiewics. 

En 1921 obtuvo su doctorado, después del lamentable fallecimiento, en una epidemia de 
gripe, de uno de sus asesores, Janiszewski, quien poco antes de su muerte fue el líder de un 
movimiento para fundar la nueva revista “ Fundamenta Mathematicae ”. En su primer 
número, de 1920, se publicó el artículo “Sur les continus indécomposables , \ cuyos autores 
fueron Kuratowski y el propio Janiszewski. 


KURATOWSKI EN SU TRABAJO MATEMÁTICO 

En el año de 1927 Kuratowski fue designado, en Lvov, profesor de la Universidad Técnica. 
Lvov, ciudad que pertenecía a Polonia y a partir de 1945 quedó comprendida en el territorio 
de la República Soviética de Ucrania, era un importante centro científico y cultural. Fue en 
ese lugar, principalmente, donde floreció la legendaria Escuela Polaca, una de las 
agrupaciones matemáticas informales más influyentes de este siglo. 

Ulam (Stanislaw Marcin Ulam, 1909-1984) quien inició su carrera el año en que 
Kuratowski llegó a Lvov, comenta: 

Fue mi profesor en mis primeros años de estudios universitarios. Desde la primera 
clase estuve maravillado por el material que presentaba, su claridad, lógica y 
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forma de exponer... Pronto pude responder algunas de las más difíciles preguntas 
de la Teoría de Conjuntos y empecé a abordar otros problemas. Desde el inicio 
aprecié la paciencia y generosidad de Kuratowski al dedicar tanto tiempo a los 
jóvenes estudiantes. Tuve la fortuna de resolver un problema no resuelto, propuesto 
por él. 

En Lvov, Kuratowski y Banach trabajaron conjuntamente y encontraron respuesta a 
algunos problemas fundamentales en Teoría de la Medida. Escribieron el artículo “ Sur une 
généralisation clu probléme de la mesure ” el cual contiene un importante resultado en la 
teoría de conjuntos. Los métodos empleados por Kuratowski y Banach para probar este 
resultado son todavía frecuentemente utilizados. 

En 1931, bajo la supervisión editorial de Kuratowski, Steinhauss, Banach, Knaster, 
Mazurkiewics y Sierpiski, fue iniciada una nueva serie de las Monografías Matemáticas, 
con la ayuda financiera de The National Culture Foundation. La idea de Kuratowski era que 
la creación de esta nueva serie fuera un detonante para el desarrollo de las matemáticas en 
Polonia. 


Algunos de los títulos de estas monografías que marcaron una nueva época en las 
matemáticas polacas, fueron artículos cortos que contenían nuevos resultados publicados 
principalmente en Fundamenta Mathematicae y en Studia Matemática. También se 
escribieron algunas monografías: 


• Operadores Lineales 

• Teoría de la Integral 

• Topología 

• La Hipótesis del Continuo 

• Teoría de Series Ortogonales 


Banach 

Saks 

Kuratowski 

Sierpinski 

Steinhauss y Kaczmarz 


En 1934, Kuratowski deja Lvov e ingresa como profesor de matemáticas en la Universidad 
de Varsovia. El resto de su carrera lo pasó en Varsovia, aunque se involucró en actividades 
que le permitieron viajar por todo del mundo. En esta época se dedicó más a la causa de la 
matemática polaca que a sus investigaciones científicas. Sin embargo, continuó con sus 
trabajos matemáticos; en 1936, en una estancia de un mes en Princeton, escribió un artículo 
junto con Von Neumann. En la estancia en Estados Unidos estableció contacto con el grupo 
de Topología de Robert Moore, con quienes se mantendría en contacto por varios años. 

En 1936 se establece The Polish Academy of Leaming para encargarse del futuro de la 
ciencia polaca. Kuratowski fue el secretario del Comité Matemático, dedicando su esfuerzo 
a promover la diversificación de las Matemáticas; propuso para ello, en su informe de 1937, 
la creación de dos Institutos, uno de Matemáticas Puras y otro de Matemáticas Aplicadas. 
No fue posible la implementación de estos institutos por la situación política imperante. 
Después de la invasión Alemana de Polonia en 1939, la vida era extremadamente difícil. 
Los invasores, con la consigna de poner fin a toda actividad intelectual, enviaron a muchos 
académicos a campos de concentración y otros fueron asesinados. Durante este período se 
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trabajó de manera clandestina en la Universidad de Varsovia, como antes se había hecho 
durante la dominación rusa. Kuratowski arriesgó su vida al trabajar en esta Universidad 
ilegal durante la guerra. Al respecto, Kuratowski escribió: 

Casi todos nuestros profesores de Matemáticas enseñaron en esta Universidad 
clandestina y algunos de los estudiantes de entonces son ahora profesores y 
académicos. Debido a la organización ilegal y a las condiciones de extrema 
dificultad, el trabajo científico y en la enseñanza continuó, aunque por supuesto en 
una escala considerablemente menor. La importancia de la educación clandestina 
consistía, entre otras, en mantener el espíritu de resistencia, el optimismo y la 
confianza en el futuro, que tanto se necesitaba en las condiciones de ocupación. La 
vida de un científico en esta época era verdaderamente trágica y con un sufrimiento 
constante por las pérdidas humanas. 

Entre las dos guerras mundiales, Polonia avanzó considerablemente en la enseñanza y la 
investigación en Matemáticas. Al final de la segunda guerra mundial, el sistema de 
educación estaba destruido y había que trabajar en su total reconstrucción. Fue Kuratowski 
quien ahora tomó el papel de líder en este importante proceso y a través de la Sociedad 
Matemática Polaca, de la cual fue presidente los ocho años siguientes a la guerra, puso en la 
mesa de discusiones la implementación de las recomendaciones de su reporte de 1937. Los 
dos institutos de investigación, Matemáticas Puras y Matemáticas Aplicadas, se fusionaron 
en un solo Instituto de Matemáticas, el cual fue aprobado en 1948. Kuratowski fue 
designado Director del Instituto de Matemáticas de Polonia en 1949. A pesar de tener 
entonces 53 años de edad, mantuvo su posición de director durante 19 años. Ocupó también 
otros puestos importantes en la escena científica polaca, como por ejemplo el de 
vicepresidente de la Academia Polaca de Ciencias. 

Como embajador de la matemática polaca, hizo un considerable trabajo en sus múltiples 
visitas al extranjero. Ofreció conferencias en Londres (1946), Ginebra (1948), diversas 
universidades de los Estados Unidos entre 1948 y 1949, Praga, Berlín, Budapest, 
Ámsterdam, Roma, Pekín (1955), Cantón (1955), Shangai (1955), etc.; todos estos viajes 
fueron realizados durante el estalinismo, época en que viajar era altamente restrictivo. 

El trabajo más importante de Kuratowski fue en el área de Topología y Teoría de 
Conjuntos, en el año de 1922. Usó Álgebra Booleana para caracterizar la topología de un 
espacio abstracto, independientemente de la noción de puntos. Investigaciones posteriores 
mostraron que, junto con la definición de Hausdorff de espacio topológico en términos de 
vecindades, el operador cerradura, caracterizado por Kuratowski en términos de punto 
límite, ofrecía mejores resultados que las teorías axiomáticas basadas en la convergencia, 
de Maurice Fréchet (1906) y en los puntos de acumulación de Riesz (1907). 

Otras contribuciones de Kuratowski fueron a la noción de compacidad y a la teoría de 
espacios métricos. Sus trabajos eran referencia obligada en la Universidad de Varsovia. El 
primer volumen de este trabajo fue una importante fuente de consulta sobre espacios 
métricos por varias décadas. 
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Su trabajo de 1930, sobre gráficas no planares es de fundamental importancia en Teoría de 
Gráficas; él demostró que una condición necesaria y suficiente para que una gráfica G sea 
planar es que no contenga una subgráfica homeomorfa a K 5 ó K 33 . 

Su trabajo en Teoría de Conjuntos consideró a una función como un conjunto de parejas 
ordenadas. También estudió la Topología del Continuo, Teoría de la Dimensión y resolvió 
problemas de Teoría de la Medida. 

Kuratowski fue distinguido como miembro de importantes academias como por ejemplo: 

• La Academia de Ciencias de la URSS. 

• La Academia Húngara. 

• La Academia Austríaca. 

• La Academia de la República Democrática Alemana. 

• La Academia de Ciencias de Argentina. 

Recibió también grados honoríficos de varias Universidades. 

Ulam resume el trabajo de Kuratowski de la siguiente manera: 

El Profesor Kuratowski se distinguió, no solamente como una gran figura en la 
investigación matemática, sino por su habilidad - cosa rara entre los científicos - 
para organizar y dirigir escuelas de enseñanza e investigación en matemáticas. 


EL CAFÉ ESCOCÉS Y EL FAMOSO LIBRO ESCOCÉS 

Los matemáticos de Lvov hicieron mucha investigación matemática en los cafés de la 
ciudad. El Café Roma y el Café Escocés fueron los más populares lugares de reunión de los 
más prominentes matemáticos polacos de la época; en el último de éstos fue donde surgió 
el famoso Libro Escocés. En este libro se planteaban problemas abiertos propuestos por 
matemáticos que trabajaban distintas áreas. 

Lo que a continuación se relata, es un testimonio de Ulam, uno de los autores del Libro 
Escocés : 

Para aquellos que no lo sepan, empezaré diciendo que el así llamado Libro Escocés 
(Scottish Book) es una colección informal de problemas de matemáticas. Empezó a 
escribirse en Lvov, Polonia, en 1935. De hecho, muchos de los primeros problemas se 
originaron antes de 1935 - quizá seis o siete años antes. 

La atmósfera que se vivía en Lvov era de una colaboración entusiasta; la gente realmente 
estaba interesada en los problemas de los otros. Esto también era cierto en Varsovia, en 
donde había muchísima colaboración entre topólogos, aquéllos que hacían Teoría de 
Conjuntos y lógicos. En Lvov, el interés no sólo estaba en la Teoría de Conjuntos sino, 
debido a la influencia de Steinhauss y Banach, también en el Análisis Funcional y otros 
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campos. La Teoría de Funciones de Variable Real y la idea de espacio de funciones fueron, 
en cierto sentido, descubiertas y desarrolladas en Polonia, específicamente en Lvov. 

¿Cómo nació el Libro Escocés! Un día Banach decidió que se debían escribir las ideas 
surgidas en las discusiones del café para que no se olvidaran. Trajo un cuaderno muy largo 
y muy bien empastado en el que se empezaron a escribir los problemas. El primero de ellos 
tiene fecha 17 de julio de 1935. El cuaderno era guardado en el Café Escocés por un mesero 
que conocía el ritual - cuando Banach o Mazur llegaban, bastaba con que dijeran “el libro, 
por favor”, para que el mesero lo trajera inmediatamente junto con unas tazas de café. El 
libro creció y llegó a ser una colección de 190 problemas, de los cuales ahora, cerca de 
cincuenta años más tarde, tres cuartas partes han sido resueltos. 

En 1939, Mazur creía que una gran guerra era inminente y que muchos resultados 
importantes del libro no debían perderse pues la mayoría no estaban publicados. Propuso 
que para cuando viniera la guerra pondría el libro en una pequeña caja y lo enterraría donde 
pudiera ser encontrado más tarde, cerca de la portería de un campo de fútbol. Nunca se 
supo si ésta fue la forma en que el Libro Escocés fue conservado. Muchos matemáticos de 
la Escuela Polaca, de aquellos que animaban las discusiones en el Café Escocés, no 
sobrevivieron a la guerra, pero sí sobreviven sus inestimables aportaciones a la Matemática 
y a la tradición del Libro Escocés. 

Cuando Banach murió, en 1945, su hijo Stephan Banach Jr., ahora un neurocirujano 
radicado en Varsovia, lo encontró y se lo llevó a Steinhauss, inmediatamente después de la 
guerra. Stehinhauss entonces lo copió a mano palabra por palabra y en 1956 envió una 
copia a Ulam a Los Alamos, éste lo tradujo y sacó 300 copias que por correo fueron 
enviadas a varias Universidades y a varios amigos. Desde entonces el Libro Escocés 
empezó a conocerse en los círculos matemáticos. 

Una vez terminado el relato de Ulam, diremos que el Libro Escocés consta exactamente de 
193 problemas, algunos resueltos y otros aún sin resolverse. Los temas que se tocan son 
muy variados, pero todos ellos tienen como común denominador la sencillez y nitidez con 
la que están planteados. Todos ellos fueron escritos en el cuaderno original, en el Café 
Escocés, ya sea por el grupo de matemáticos que lo frecuentaba o por amigos suyos que 
llegaban de visita. La mayoría de los problemas están planteados por Banach, Ulam, 
Steinhauss o Mazur, pero existen además nombres tan famosos como Erdoz, Fréchet, 
Infeld, Kuratowski, Sierpinski, Eilenberg, Lusternik, Von Neumann, Knaster, Alexandroff, 
y otros. 

Aunque Ulam afirma que los primeros problemas datan del año de 1928, el primer 
problema tiene fecha del 17 de julio de 1935 y el último la fecha del 31 de mayo de 1941. 
Muchos de los problemas permanecen aún sin resolverse y los premios o recompensas que 
se ofrecen van desde una botella de champagne, una botella de whisky, una botella de vino, 
una copa de brandy, una cerveza pequeña, una taza de café, 100 gramos de caviar, cenas en 
varios restaurantes, hasta un kilo de tocino o un ganso vivo. 

La vida de Kuratowski se extinguió el 18 de junio de 1980, en Varsovia. 
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DIRK JAN STRUIK 


Oscar Mario Rodríguez Sánchez 


Pocas personas tienen oportunidad de conocer a personajes destacados en algún 
determinado campo; en nuestro caso, en el campo de las Matemáticas. Entre los 
matemáticos que he conocido se encuentra el destacado investigador Dirk Jan Struik, quien 
trabajó, no solo en Historia de las Matemáticas, sino también en Historia de la Ciencia. En 
sus exposiciones llevó a sus oyentes por toda la historia de las matemáticas, mostrando su 
evolución y la relación entre las diferentes ramas de las matemáticas e ilustrándola con 
distintos tipos de personas como tahúres, comerciantes, filósofos, etc. 

En 1978, el Instituto de Matemáticas y la Facultad de Ciencias de la U. N. A. M. celebraron 
el 50 aniversario del programa de visitantes extranjeros, precisamente con el primer 
visitante: Dirk Jan Struik. En tal ocasión tuve la oportunidad de conocerlo y ser testigo de 
la riqueza de contenido de sus exposiciones. 


INTRODUCCIÓN 

Dirk Jan Struik nació en Rotterdam, Países Bajos, el 30 de septiembre de 1894 y murió el 
21 de Octubre de 2000 en Belmont, Massachussets. Estudió en la Hogere Burger School de 
1906 a 1911 y en la Universidad de Leiden de 1912 a 1917. Los siguientes siete años fue 
asistente de J. A. Schouten en la Technische Hogeschool en Delft, también en Holanda, 
cuyo nombre oficial es el de Países Bajos. En 1922 recibió su Ph. D. en Matemáticas en la 
Universidad de Leiden bajo la supervisión del geómetra Willem van der Woude. De 1924 a 
1926 recibió una Beca Rockefeller para estudiar en la Universidad de Roma y en la 
Universidad de Gottingen. 

Inició su carrera en los Estados Unidos en el otoño de 1926 como profesor de matemáticas 
en el M. I. T. Permaneció en el M. I. T., excepto por un período de cinco años durante la 
era de McCarthy, cuando se le acusó de tener conexiones con actividades subversivas, hasta 
su retiro en 1960, cuando pasó a ser profesor emérito. 

Fue miembro de la Academia Americana de Artes y Ciencias y de la Real Academia de 
Ciencias de Amsterdam. En 1928 le fue dada una mención Lobachevskii por la Universidad 
de Kazan y en 1989 fue galardonado con el premio Kenneth O. May para la Historia de las 
Matemáticas por la Comisión Internacional sobre Historia de la Matemáticas. 

Su esposa, Saly Ruth Ramler, con quién se casó en 1923 y murió en 1993, también fue 
investigadora en matemáticas. Su hija mayor, Rebekka Struik, es una matemática (retirada) 
de la Universidad de Colorado. 
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Fue matemático visitante en diferentes universidades, entre ellas: Estadula de Campiñas en 
Brasil, la Universidad de Puerto Rico, la Universidad de Utrecht, la Universidad de Costa 
Rica y, en varias ocasiones, en la Universidad Nacional Autónoma de México. 


FORMACIÓN Y LABOR PROFESIONAL 

Struik estudió en Holanda. En la Escuela Hogere Burger, su profesor de matemáticas G. W. 
Ten Dam, lo animó a seguir estudiando en la Universidad de Leiden, donde se inscribió con 
la intención de llegar a ser profesor de matemáticas de preparatoria. 

En Leiden estudió matemáticas con J. C. Kluyver, astronomía con Willem De Sitter, física 
con Paul Ehrenfest e historia de las matemáticas con J. A. Vollgraf. Después de graduarse 
dio clases de matemáticas en preparatoria por un corto período, en Alkmaar, antes de iniciar 
una asociación con el geómetra Jan A. Schouten en el Technische Hogeschool en Delft, 
Alemania. 

Fue influenciado por Schouten en Delft y el físico Paul Ehrenfest en Leiden. La 
colaboración con Schouten lo llevó a investigar sobre geometría Riemanniana. Para su tesis 
doctoral, en 1922, su disertación fue sobre aplicaciones de métodos tensoriales a variedades 
de Riemann. Después de su tesis, Struik produjo investigaciones importantes, muchas de 
ellas en colaboración con Schouten.* 

En Delft, Struik y Schouten revisaron artículos matemáticos para la Revue Semestrielle y la 
Fortschritte. Posteriormente, él revisó para la Zentralblatt. En 1940 cambió a la revista 
Mathematical Reviews. 

Su esposa Ruth hizo su tesis doctoral en 1919 bajo la supervisión de Gerhard Kowalewski y 
Georg Pick en la Universidad Charles en Praga. Pick es recordado por los analistas por sus 
contribuciones en interpolación de funciones analíticas, mientras que el campo de Ruth fue 
axiomática de la geometría afín. 

En 1924, por sugerencia de Tullio Levi-Civita, uno de los primeros expertos en tensores, y 
Richard Courant, Struik solicitó y obtuvo la Beca Rockefeller para estar en Roma, 
Góttingen y París. En esa época, le motivaron muy positivamente las reuniones que 
mantuvo con Vito Volterra y Jacques Hadamard. 

En la Universidad de Roma, en 1926, resolvió un problema sobre propiedades de ondas en 
canales con profundidad finita, sugerido por Levi-Civita. 

Atendiendo una invitación de Ettore Bortolotti, visitó el Archiginnasio en Bolonia, donde 
tuvo oportunidad de analizar los manuscritos de los algebristas italianos del siglo XVI 
Scipio del Ferro y Niccolo Tartaglia. Además, logró ser admitido en la biblioteca del 
Vaticano e investigó sobre la historia de las matemáticas en Italia durante el Renacimiento. 

*Jan Arnoldus Schouten (28/Agosto/1883-20/Enero/1971) trabajó en grupos de Lie, relatividad, teoría del 
campo unificado, sistemas de ecuaciones diferenciales, mapeo conforme. 
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Después de estar nueve meses en Roma viajó a Alemania, llegando a Gotingen el día del 
funeral de Félix Klein. 

Ahí asistió a los cursos de Hilbert y Courant y tuvo un papel fundamental en la preparación, 
para su publicación, de las notas de Klein sobre historia de las matemáticas del siglo XIX y 
principios del XX. 

En Gottingen inició una gran amistad con Norbert Wiener. Fue precisamente Wiener quien 
recomendó a Struik para que formara parte del cuerpo docente en su propio departamento 
en el M. I. T, el Instituto Tecnológico de Massachussets. 

Su gusto por la historia de las matemáticas inició cuando su esposa y él escribieron un 
artículo en común, investigando la cuestión de si A. L. Cauchy, cuando estuvo en Praga 
(1833-1836), pudo haberse reunido con el matemático Bemard Bolzano. 

El estudio del cálculo tensorial avanzó a principios de los 20 y alcanzó a tener mucho 
prestigio entre los matemáticos. El motivo fue la relatividad general, pero para mediados de 
los 30, ya no constituyó un campo central. La geometría diferencial en variedades fue 
ampliamente estudiada por muchos motivos. Struik conservó el interés en este campo y 
manifestaba su entusiasmo al hablar no solo de lo tradicional, sino también de problemas 
no resueltos. Struik siempre prefirió la formulación tensorial. 

A finales de los 30 su investigación fue dirigida casi completamente hacia la historia de las 
matemáticas. No siguió con desarrollos en topología, lo que causó que sus propuestas para 
la geometría diferencial y el análisis tensorial pasaran de moda. 

Ya estando en el M. I. T., trabajó en el verano de 1927 en los laboratorios de la Bell 
Telephone en Nueva York con Thornton C. Fry, donde desarrollaron un nuevo tipo de filtro 
de ondas, el cual patentaron. 


FORMACIÓN POLÍTICA 

Para Chandler Davis, Ruth y Dirk Struik fueron los primeros investigadores en matemáticas 
que conoció, eran amigos de sus padres, le despertaron el gusto por las matemáticas y 
conservó la amistad con ellos hasta que estos fallecieron. 

Davis considera dos causas para que Struik se dedicara a la historia de las matemáticas: La 
primera es el gusto que siempre tuvo por la cultura universal. Esto le amplió la visión de 
otros países y otros siglos para su exploración, aún cuando andaba en los 20 años y estaba 
matemáticamente más activo. La segunda causa fue el marxismo. 

Una de las cosas que le atrajo de los Estados Unidos en 1927, fue la relativa libertad; sin 
embargo, sus ideas de extrema izquierda, pues había sido un socialista activo desde antes de 
la primera guerra mundial, le presagiaban conflictos; pero, para su esposa, los Estados 
Unidos siempre habían sido la tierra prometida, además de que había otro factor: la frágil 
salud de Ruth. 
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En los Estados Unidos trabajó activamente con el movimiento intelectual marxista. Fue uno 
de los fundadores, en 1936, de la publicación trimestral marxista Science & Society. En el 
primer volumen contribuyó con el primero de varios ensayos sobre las fuentes sociales de 
las matemáticas. Cinco años después, en el volumen de aniversario, reconoció que ese 
campo estaba agotado. 


EL CASTIGO 

De 1947 a 1960, muchos académicos en los Estados Unidos fueron acosados por los caza- 
rojos del gobierno, la prensa y las administraciones universitarias. Dirk fue llamado a 
atestiguar sobre actividades antiamericanas en 1949. 

En 1951 fue acusado por formar parte de la Escuela Samuel Adams. Esta escuela había 
ofrecido educación laboral, lo cual fue declarado en la acusación, que constituía una 
conspiración para enseñar y recomendar el derrocamiento, con fuerza y violencia, de los 
gobiernos de la comunidad de Massachussets y de los Estados Unidos. 

Se dice que Bertrand Russell se refirió a esto diciendo: “¡Madre mía, Struik debe ser un 
hombre realmente poderoso!”. 

Permaneció bajo proceso hasta 1955, cuando otro juicio de subversión estatal, el caso de 
Steve Nelson en Pennsylvania, fue rechazado por la Suprema Corte con el fundamento de 
que la subversión era una ofensa federal y no estatal. Esto invalidó el juicio de Struik y el 
gobierno nunca lo volvió a amenazar. 

La administración del M. I. T. no consideró algún posible castigo en 1949 por haber 
fracasado en deslindarse del cargo de comunismo, pero en 1951 se le suspendió el pago 
hasta que se resolviera el juicio. 


RECUPERACIÓN DE SUS DERECHOS 

En 1955 volvió a su posición de profesor, conservando sus derechos hasta su retiro en 
1960. Fue notable el tiempo y la forma en que el M. I. T. respondió, en comparación con 
otras universidades en casos similares. Aunque la administración no dio una manifestación 
enérgica de apoyo para la libertad de pensamiento o para Struik individualmente. 

En 1955, el entonces presidente del M.I.T., James Killian, lo censuró por no declarar que 
no era comunista. Esa censura fue revocada por la administración en 2000, en el 
comunicado de prensa sobre su muerte. 

La excepcional defensa de la libertad académica que la administración había hecho 
discretamente, la aceptó él también reservadamente. Siempre valoró mucho el ser miembro 
de la comunidad del M. I. T. y años más tarde, cuando el Instituto Dibner para la Historia 
de la Ciencia y la Tecnología se estableció ahí, siempre contó con su amable presencia. 

33 



ATUNTTS T>T 3-ttSTORLA DT LAS MATEMÁTICAS 

SU CAMPO PREFERIDO 


VOL. 2. NO. 2. MAYO 2003 


El campo de la historia de las matemáticas tiene una parte intrínseca: los teoremas se pasan 
de generación en generación y se agregan nuevos; también tiene una parte principal: los 
teoremas son estudiados y hechos por la gente, independientemente del contexto; y, 
finalmente, tiene una parte de historia social: los teoremas se producen en un contexto 
social y entender dicho contexto es condición necesaria para comprender cómo surgen. 

Struik perteneció a esta última. Tal vez su compromiso socialista fue una parte esencial de 
su inclinación por la historia de las matemáticas como una vocación. Aunque esta 
orientación se aprecia en sus libros y artículos y en su Historia Concisa de las Matemáticas, 
estos son usados y respetados por los historiadores de las matemáticas. 

Cuando el Comité Internacional sobre Historia de las Matemáticas estableció una medalla 
para las contribuciones en este campo, Struik fue uno de los primeros galardonados; pero 
no por contribuciones en una parte, sino por sus contribuciones en el campo como un todo. 

El padre de Struik, Hendrik Jan, quién fue profesor de gramática, le despertó el interés por 
las matemáticas al impulsarlo a resolver problemas de la revista para profesores de 
matemáticas: Amigos de las Matemáticas. (Su hermana Lena fue profesora y su hermano 
Antón fue ingeniero). 

Siempre consideró importante su Concise History of Mathematics y Yankee Science in the 
Making, porque consideraba que ilustraban sobre la atmósfera social y cultural en la cual se 
crea la ciencia. Siempre estuvo orgulloso del tiempo y esfuerzo que él y Ruth pusieron en la 
investigación para Yankee Science. Viajaron a las viejas fábricas en Rhode Island, la Slater 
Mili en Pawtucket, la Saugus Iron Works, la Lowell Mills y la Blackston and Middlesex 
Canal en un esfuerzo para destacar las actividades científicas e ingenieriles en el primer 
siglo de la República. 

La gustaban las novelas de detectives, en particular los trabajos de A. E. W. Masón, J. S. 
Fletcher y Arthur Conan Doyle. En los 40, él y Winer se afiliaron y asistían a las reuniones 
de una sociedad local de Sherlock Holmes. 

Llegó a discutir sobre la ficción detectivesca y la historia de las matemáticas, sobre todo 
con personas que se admiraban de su agudeza mental y su curiosidad, ya que nunca dejaba 
de preguntar o proponer cosas de interés. Incluso sugería y discutía sobre libros que había 
leído más de cincuenta años antes. 

De 1940 al 2000 revisó 875 artículos para la Mathematical Reviews. El último apareció en 
Marzo de 2000, cuando tenía 105 años. 

Durante cinco años, en los 50, editó los trabajos del matemático holandés Simón Stevin. 

Hasta 1980 revisó principalmente artículos sobre tensores y geometría diferencial, muchos 
de ellos en ruso. Después prefirió revisar artículos sobre historia de las matemáticas. 


34 



I\ > 'DI MlS'TO'RIA T)1 LAS MATEMÁTICAS _ VOL. 2. NO. 2. MAYO 2003 

Consideró, y así lo llegó a comentar, que durante los primeros cincuenta años de vida 
realizó investigación en matemáticas y en los segundos cincuenta años realizó investigación 
en historia de las matemáticas. 

En idiomas dominaba el holandés, alemán, inglés y leía latín, griego, italiano, francés, ruso, 
rumano, portugués y sueco. Esta experiencia fue puesta a prueba en 1969, cuando tradujo y 
editó los setenta y cinco artículos para A Source Book in Mathematics. 

Aunque inició investigando en la historia de las matemáticas como hobby, llegó a 
interesarse en la forma en que la sociedad influye en el desarrollo de las matemáticas. Su 
interés en la historia de la ciencia parte del reto que ofrece este campo para la 
responsabilidad social del científico. Así, con lo que logró en este campo, contribuyó a que 
la historia de las matemáticas fuera considerada por la comunidad matemática, incluso 
como potencial académico. 

Los maestros de historia de la ciencia (incluso de Harvard) recomendaban a sus alumnos 
llevar los cursos de historia de las matemáticas de Struik en el M. I. T. Se sabe que los 
llevaba por toda la historia de las matemáticas; mostrando la relación entre el álgebra y la 
geometría en Grecia, el desarrollo del cálculo en el siglo XVII, los logaritmos en los 
trabajos de Simón Stevin, el cálculo tensorial de Tullio Levi-Civita, etc. Y, aunque era un 
matemático, mostraba un mundo lleno de todo tipo de gente: comerciantes, viajeros, 
filósofos, tahúres, etc. Por lo general, los alumnos se sentían privilegiados de poder llevar 
un curso con él. 

No importa qué textos se utilicen en los cursos de geometría diferencial, su Lectures in 
Classical Dijferential Geometry sigue siendo la mejor fuente para ubicar el contexto 
histórico. Los profesores en esta materia han llegado a apreciar la minuciosidad y el 
cuidado que puso Struik en acumular ejemplos y ejercicios basados en fuentes primarias. 

En este libro, además de presentar los conceptos fundamentales de la teoría de curvas y 
superficies y aplicarlos a un buen número de ejemplos, se le da importancia al material 
histórico, biográfico y bibliográfico, no solo para mantener presente la memoria de los 
personajes a quienes debemos la estructura principal de la geometría diferencial, sino 
también para permitirle al estudiante volver a las fuentes, las cuales suelen contener ideas 
valiosas para desarrollos futuros. 

En A Concise History of Mathematics (1948), se hace énfasis en los contextos 
sociopolíticos que condicionaron los desarrollos intelectuales y, al mismo tiempo, se da una 
visión de la diversidad de ideas matemáticas y culturales; muestra un mundo lleno con la 
interacción de ideas matemáticas, instituciones y personas. 

Klein habló y escribió, en lenguaje vivido, acerca del mundo de las matemáticas que 
conoció y sus trabajos dan cuenta personalizada de una alta cultura matemática. 

Struik ayudó en la edición de los trabajos de Klein, a propuesta de Richard Courant. En 
algunos capítulos de A Concise History of Mathematics se aprecia la influencia de Klein, 
ya que muestra: el papel de Gauss como parteaguas entre los siglos XVIII y XIX, el 
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paralelismo entre Gauss y Legendre y el énfasis sobre Monge y la École Polytechnique 
como factores claves para las matemáticas europeas. 

A Concise History of Mathematics se ha traducido a 18 idiomas, incluido el chino. Struik 
obtuvo una copia de cada una de las traducciones y trató de aprender más acerca de las 
tradiciones matemáticas de las naciones y regiones respectivas asociadas con el idioma en 
cuestión. 

En el prefacio para la tercera edición, hace notar que terminaba alrededor de 1900 y hace la 
invitación para cubrir el periodo de 1900 a 1950. Así mismo con la historia de la física del 
siglo XX, al admitir que los desarrollos en física fueron más espectaculares. 

Aunque la invitación fue en los términos: 

“Elperiodo que inicia con Poincaré, Hilbert, Lebesgue, Peano, Hardy y Levi-Civita 
ofrece mucho material para una historia de las matemáticas fascinante, por sí 
mismos y en relación con la lógica, física e ingeniería. ¿Quién de ustedes, amables 
lectores, va a tomar la iniciativa? 

En 1987 sacó la cuarta edición con un nuevo capítulo sobre la primera mitad del siglo XX. 


UNA CONFERENCIA CENTENARIA 

Cuando Struik cumplió 97 años, Tom Banchoff le preguntó sobre sus planes para festejar 
su centésimo cumpleaños. Él le contestó que seguramente la pasaría con su familia, que 
incluía varias generaciones de descendientes. 

Banchoff le planteó una idea: “¿Qué tal una conferencia?”, pensando en Struik al frente, 
mientras un distinguido geómetra-historiador hablaba en un evento en su honor. “¿Una 
conferencia? ” dijo. “Sí, me encantaría dar una conferencia en mi centésimo cumpleaños 

Así se hizo, en la Universidad Brown, al frente de una gran audiencia que consistió de una 
tercera parte de geómetras, una tercera parte de historiadores y colegas y el resto de 
personas intrigadas por la idea de ver a un hombre de cien años dando su propia 
conferencia centenaria: “Mathematicians I Have Known 
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EL DESARROLLO DEL ÁLGEBRA MODERNA 

Parte III: El surgimiento del álgebra abstracta 


Guillermo Dávila Rascón 

Los matemáticos no estudian los objetos, sino las 
relaciones entre los objetos; por tanto, les es indiferente 
reemplazar estos objetos por otros, con tal que no 
cambien las relaciones. La sustancia no les importa, 
sólo les interesa la forma. 

Henri Poincare 


1. INTRODUCCIÓN 

Mencionábamos en la segunda parte de estas notas que la contribución de Francisco Vieta 
(1540-1603) al desarrollo del álgebra fue muy importante, no sólo por haber sido el primero 
en introducir una notación mucho más adecuada para el análisis algebraico que la de sus 
predecesores, sino que proveyó al álgebra de un nuevo enfoque: en su trabajo encontramos 
un nuevo simbolismo para denotar entidades algebraicas, una clara inclinación hacia el 
análisis como el método del álgebra y una negación de la geometría como su fundamento. 
Ese método, al cual llamó logística simbólica, fue introducido en su Arte Analítico, y 
emplea símbolos o signos para cosas, como, digamos, las letras del alfabeto ” [21, p. 17]; 
asimismo, en este trabajo Vieta estableció las reglas en las que se basaba su novedoso 
método. La logística simbólica le permitió a Vieta representar por medio de las letras del 
alfabeto las variables, e incluso los coeficientes, en una ecuación; esto trajo una ventaja 
adicional: las operaciones presentes en la resolución de una ecuación se hicieron mucho 
más visibles y, de esta manera, se pudo dar un paso decisivo hacia la generalización de las 
diferentes “recetas” que se tenían para resolver ecuaciones algebraicas, lo cual abrió nuevos 
caminos que le permitirían al álgebra consolidarse, en los dos siglos siguientes, como una 
rama totalmente independiente dentro de las matemáticas. 

Por otra parte, no podemos pasar por alto el gran talento matemático de Vieta pues sus 
contribuciones a las matemáticas no se limitan sólo a la introducción de un nuevo 
simbolismo algebraico. De hecho, sus intereses matemáticos eran variados e hizo 
contribuciones originales en trigonometría, en la solución de ecuaciones por métodos 
numéricos y en la aplicación del álgebra a la geometría. Sin embargo, una de sus “faltas” 
fue la de no considerar números negativos como soluciones de ecuaciones, por lo que en 
este aspecto no siguió a Cardano, para quien era bastante natural trabajar con cantidades 
negativas como raíces de ecuaciones a las cuales llama “soluciones falsas” e identifica con 
“débitos”; así, es clara la aceptación, por parte de este último, de los números negativos. 
Más importante aun, es su reconocimiento de los números imaginarios, aunque como 
entidades verdaderamente sofisticadas (ver la Parte II). 


1 Citado en [15], p. 351. 
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También es preciso señalar que el simbolismo introducido por Vieta no estaba 
completamente desarrollado pues era una mezcla de álgebra abreviada con un estilo 
simbólico; no obstante, fue lo suficientemente flexible como para sentar las bases de la 
teoría moderna de ecuaciones. En efecto, Vieta considera ecuaciones generales y no casos 
particulares como lo hicieron Cardano y sus antecesores; además, si bien este último ya 
había entendido la estrecha relación entre los coeficientes de una ecuación algebraica y sus 
raíces, con el nuevo simbolismo quedó mucho más clara esta simbiosis para todos los 
matemáticos. Así, en el esquema de Vieta, un analista (algebrista), armado con este 
simbolismo, podría encontrar resultados para ecuaciones algebraicas generales y luego 
aplicarlos a casos particulares. 

En Inglaterra, por otro lado, las ideas de Vieta tuvieron mucha influencia en dos 
académicos que, como veremos más adelante, fueron los precursores de una escuela inglesa 
que favoreció el estilo simbólico y estableció las bases para el desarrollo de una álgebra 
simbólica en la isla. Ellos fueron Thomas Harriot y William Oughtred, de cuyas 
contribuciones hablaremos brevemente en esta sección. 

Thomas Harriot (1560-1621) fue un matemático de cuya obra matemática se conocía muy 
poco, pues sólo desde hace unas cuatro décadas los historiadores han mostrado un mayor 
interés por su legado. El estudio de sus manuscritos, que se calculan entre siete mil y ocho 
mil páginas, ha revelado a Harriot como un matemático muy competente que también hizo 
aportaciones importantes a la astronomía y a las ciencias naturales. Desafortunadamente, 
Harriot nunca publicó sus investigaciones científicas por lo que en su testamento dio 
instrucciones para que sólo se dispusiera de sus escritos matemáticos y se publicaran, tarea 
que le fue encomendada a su discípulo y amigo Nathaniel Torporley, quien no completó la 
compilación de las notas. No fue sino hasta diez años después de la muerte de Harriot que 
Walter Warner, otro discípulo y amigo, editó parte de los manuscritos algebraicos, los 
cuales se publicaron en 1631 bajo el título Artis Analyticae Praxis ad Aequations 
Algebraicas Resolvendas 2 en el cual Harriot introduce una notación que va un poco más 
allá de la propuesta por Vieta. 

La Práctica Analítica de Harriot es un trabajo sobre teoría de ecuaciones y la solución 
numérica de ecuaciones polinomiales; en él se introducen algunos símbolos de relación 
tales como “<” y “>” para las relaciones "menor que" y "mayor que", respectivamente, que 
no fueron usados originalmente por Harriot, si bien, éste fue el primero en usar símbolos 
para esas relaciones. El símbolo para la igualdad, parecido al que usamos actualmente, ya 
tenía tiempo en uso desde que fue introducido por Recordé en 1557 y también se usa en la 
Praxis aunque Harriot usaba uno ligeramente distinto: dos segmentos de recta paralelos 
ligados por dos perpendiculares que los unían. La multiplicación la denotaba con el símbolo 
, que también se introduce en su libro. Así, el producto ( a + b)(a + d) en nuestra notación 
moderna aparece en los manuscritos y en la Praxis como 

a + b 

a + a 


2 Práctica del Arte Analítico para la Resolución de Ecuaciones Algebraicas. 
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Harriot, al igual que Vieta, usaba vocales para denotar la incógnita en una ecuación y 
consonantes para las constantes; ejemplos típicos que aparecen en sus escritos son los 
siguientes: 

aaa — baa — bca + caa — bda + daa + cda = bcd , 
aaaa+ 2Saaa + 183aa = 972. 

En este caso, aaaa denota a 4 , aaa denota a 3 , etcétera, la cual es una simbología mucho 
más adecuada que la usada por Vieta, pero no completamente desarrollada aun. 


El álgebra que se nos revela a través de la Praxis no es, por mucho, comparable al álgebra 
de los manuscritos inéditos de Harriot. Mientras que en aquélla se presentan muchas 
repeticiones de ejemplos muy similares en lo que toca al análisis de ecuaciones y además es 
posible encontrar bastantes errores, atribuibles quizás al editor, en los manuscritos el 
álgebra que se nos presenta es más sofisticada. Por ejemplo, en la Praxis , a excepción de 
dos casos, sólo se reconocen raíces positivas de ecuaciones aunque sí se manejan 
ecuaciones con coeficientes negativos. Por otro lado, en los manuscritos se dan ejemplos de 
ecuaciones de cuarto grado con un análisis muy completo en las que se obtienen todas sus 
raíces, sean estas positivas, negativas o complejas. A este respecto y para darnos una idea 
de la maestría de Harriot para resolver ecuaciones, presentamos el siguiente ejemplo 
tomado de sus manuscritos, el cual no está incluido en la Praxis : se trata de resolver la 
ecuación bicuadrática a 4 - 6a 1 2 3 + 136c/ =1155, misma que Harriot escribía como 

aaaa - 6aa + 13 6a = 115 5. 


A partir de la ecuación 


aaaa - 2 aa + 1 = Aaa -136a + 1156, 


Harriot procede en los siguientes términos: 


aa - 1 = 2a — 34 
33 = 2a- aa 
aa - 2 a = -33 
aa -2a + 1 = + 1 - 33 

a- 1 = V- 32 
1 - a = V- 32 

a = 1 + V-32 
a= 1 - V -32 


aa - 1 = 34 - 2 a 
aa + 2a = 35 
aa + 2 a -T 1 = 1 -l- 35 

a + 1 = a/36 
a = a/36 -1 = 5 

-a- 1 = a/36 
a = - a/36 - 1 = - 7 


Creemos que este ejemplo es bastante ilustrativo, muy fácil seguir, y nos permite hacer 
varias observaciones: 

1) Es notable la destreza de Harriot para completar cuadrados. 

2) Se nota la simplificación de varios pasos elementales en el proceso de obtener las raíces 
de una ecuación. 

3) Se muestra el conocimiento de que la extracción de una raíz cuadrada nos da dos valores. 
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4) Harriot maneja todas las raíces por igual, sean estas negativas, positivas, reales o 
complejas. 

Esto nos da una somera idea de la capacidad de Harriot como matemático y de su dominio 
del simbolismo algebraico. Su influencia se dejó sentir en las dos siguientes generaciones 
de matemáticos ingleses; incluso Lagrange en el siglo XVIII y Silvester en el siglo XIX se 
expresan muy bien de algunas partes de su trabajo. Además, el estudio de los manuscritos 
de Harriot ha revelado una gran cantidad de información y puesto que el único de sus 
trabajos matemáticos del que se tenía conocimiento era la Praxis , su papel en la historia de 
las matemáticas fue subestimado durante mucho tiempo. 

Podemos catalogar la Praxis como un trabajo básico que nos ofrece una muy buena 
introducción a la teoría de ecuaciones, donde las muchas repeticiones de ejemplos similares 
quizá se deban a motivaciones de tipo pedagógico. En esta obra se destaca el simbolismo 
empleado por su autor, lo cual lo pone en el camino adecuado para una mayor 
generalización de los procesos algebraicos. Además, de acuerdo al contenido de la Praxis y 
de sus manuscritos, se pueden hacer varias afirmaciones: 

1) El álgebra de Harriot es parte de una profunda transformación que se estaba dando en el 
álgebra de ese tiempo. 

2) El simbolismo de Harriot es novedoso para su tiempo. 

3) La generalidad de sus métodos lo encaminan hacia una “nueva álgebra”. 

4) La solución numérica de ecuaciones por medio de aproximaciones sucesivas que se 
presenta en la Praxis, hace que se consolide el método algorítmico. 

5) Fue el primero en dar una solución algebraica simbólica de la ecuación cúbica. 

6) Fue el primero en observar que si a, b y c son raíces de una cúbica, entonces la ecuación 
puede escribirse en la forma equivalente (x - a)(x - b)(x - c) = 0; aquí hemos usado 
nuestra notación moderna para expresar la idea de Harriot. 

El otro matemático inglés influenciado por las ideas de Vieta fue William Oughtred (1574- 
1660), de quien podemos decir que se dio a la tarea de difundir las ideas del francés en 
Inglaterra, subyugado por el simbolismo algebraico de éste y por su Arte Analítico. De 
hecho, Oughtred se impuso la misión de "incitar, asistir y enseñar" a otros en los métodos 
del arte analítico, por lo que tuvo muchos discípulos, algunos de ellos hicieron 
contribuciones centrales a la ciencia del siglo XVII. Entre los más famosos podemos 
mencionar a John Wallis, Chistoper Wren y Richard Delamain. 

En el mismo año de publicación de la Praxis de Harriot, 1631, también se publicó un 
trabajo de Oughtred que influyó fuertemente en los matemáticos de su tiempo. Esta obra 
llevaba por título Clavis Mathematicae y ha sido considerada una de las publicaciones 
matemáticas más influyentes en la historia de las matemáticas en Gran Bretaña; esa 
influencia se dejó sentir en estudiantes de matemáticas de toda la isla e incluso del 
continente. Considerado un libro de texto en el cual su “ ... autor no hacía concesiones a 
estudiantes débiles ” [16, p. 43], la Clave cubría algunos tópicos de aritmética, álgebra y un 
poco de geometría; en él se introducía una gran variedad de símbolos inventados por 
Oughtred mismo, de los cuales sólo han sobrevivido unos pocos, tales como :: para 
proporciones y x para la multiplicación. Con respecto al contenido algebraico de la Clave, 


41 



ATIENTES DE RÍISTO'RIA DE EAS MATEMÁTICAS VOL. 2, NO. 2, MAYO 2003 

su autor se centra en el análisis algebraico de ecuaciones cuadráticas y sólo se abordan 
cuestiones que Oughtred considera adecuadas para estudiantes que inician su entrenamiento 
en los métodos del análisis tales como la solución general para una ecuación de segundo 
grado con raíces positivas, reglas para simplificar ecuaciones y ejemplos de aplicación del 
arte analítico a la geometría. 

En cuanto a la escritura de ecuaciones, la Clave sigue un estilo parecido al de Vieta y no tan 
desarrollado como el de Harriot. Por ejemplo, de la terminología A quadratum, A cubus y A 
quadrato-quadratum del latín, Oughtred la adapta por Aq, Ac y Aqq para denotar A 2 , A 3 y 
A 4 , respectivamente. Además, al igual que Vieta, Oughtred acepta los números negativos 
como coeficientes de ecuaciones algebraicas pero elude su uso como raíces negativas de 
ecuaciones y mucho menos acepta raíces complejas. Sin embargo, el mérito de este texto 
está en que a través de él se difundió ampliamente el estilo simbólico, lo cual propició una 
aceptación de éste por parte de los matemáticos ingleses. 


2. HACIA UNA NUEVA ÁUGEBRA 

En la segunda parte de este trabajo mencionamos que la notación algebraica que usamos 
actualmente se debe, en buena medida a René Descartes (1596-1650), quien la introdujo en 
La Géométrie, uno de los tres apéndices con los cuales ejemplifica su método “ para bien 
conducir la razón y buscar la verdad en las ciencias" que expone en su famoso tratado 
Discours de la Méthode , publicado en 1637. 

La Géométrie se divide en tres partes y en ella Descartes presenta lo que hoy conocemos 
como geometría analítica; además, se formaliza la teoría de ecuaciones y se establecen 
muchos de los símbolos y de la terminología del álgebra actual. Este trabajo influyó 
profundamente en el desarrollo del álgebra pues con el método de Descartes las curvas 
podían ser estudiadas a través de sus ecuaciones y las ecuaciones a través de sus curvas. En 
palabras del propio Descartes: “Cualquier problema en geometría puede ser reducido 
fácilmente a tales términos que un conocimiento de las longitudes de ciertas líneas rectas 
es suficiente para su construcción ” (citado en [16, p. 78]). Al denotar las líneas por medio 
de símbolos algebraicos y sujetarlas a operaciones geométricas que involucraban 
construcciones con regla y compás que correspondían a las cinco operaciones aritméticas 
básicas, i.e. suma, resta, multiplicación, división y extracción de raíces cuadradas, abrió un 
camino en el cual el álgebra jugaba un papel muy importante y lo llevó a introducir una 
nueva notación: “ por a 2 , b \ y expresiones similares, yo ordinariamente hago referencia a 
simples líneas, a las cuales, sin embargo, llamo cuadrados, cubos, etc., de tal manera que 
pueda hacer uso de los términos empleados en el álgebra ” (citado en [16, p.79]). Este 
nuevo simbolismo algebraico de Descartes usa las primeras letras del alfabeto para denotar 
las cantidades conocidas y las últimas letras se usan para denotar las incógnitas; también se 
dispone de una notación más compacta: x, x 2 , x 1 , etcétera, y define los conceptos de 
ecuación y de raíz (de una ecuación), que fueron aceptados casi de inmediato por los 
matemáticos de su tiempo. 
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Para Descartes era claro, y él así lo escribe, que si a es una raíz de una ecuación polinomial, 
entonces x - a es un factor de la ecuación; también establece la regla de los signos por 
medio de la cual podemos estimar el máximo número de raíces reales de una ecuación de 
acuerdo con los cambios de signo de los coeficientes de ésta y Descartes ilustra la regla con 
varios ejemplos. Sin embargo, va mucho más allá al afirmar que “ Toda ecuación puede 
tener tantas raíces distintas como el número de dimensiones de la incógnita de la 
ecuación ” (citado en [16, p. 82]), lo que sería para nosotros una primera aproximación al 
Teorema Fundamental del Álgebra. Para ejemplificar lo anterior. Descartes considera las 
raíces r = 2,x = 3yr = 4y muestra que al multiplicar las ecuaciones x-2 = 0,x-3 = 0 y 
x - 4 = 0 se obtiene 

x 3 - 9x 2 + 26x - 24 = 0, 

una ecuación en la que la dimensión de la incógnita es 3 y tiene tres raíces. 

Si bien Descartes acepta y trabaja con raíces negativas, a las que llama falsas, al parecer se 
siente más cómodo usando sólo raíces positivas; con respecto a las raíces complejas, éstas 
también son aceptadas por él pues en el libro III de La Géométrie hace una afirmación más 
fuerte que la citada anteriormente, la cual lo acerca más al Teorema Fundamental del 
Álgebra: Un polinomio de grado n tiene n raíces, sean estas positivas, falsas reales o 
complejas. En palabras del propio Descartes: "Ni las verdaderas raíces ni las falsas son 
siempre reales; cdgunas veces son solamente imaginarias; esto es, mientras que siempre 
podemos concebir tantas raíces para cada ecuación de la forma como ya las he asignado, 
no siempre existe una cantidad definida que corresponda a cada raíz así concebida. De 
esta manera, si bien podemos concebir que la ecuación x 3 -6x 2 + 13x-10 = 0 tiene tres 
raíces, solamente existe una raíz real, 2, mientras que las otras dos, de cualquier manera 
que las incrementemos, disminuyamos, o las multipliquemos de acuerdo con las reglas ya 
expresadas, permanecen imaginarias" (ver [16, p.83]). Así, esas raíces que no 
corresponden a cantidades son sólo producto de la imaginación y Descartes las llama 
imaginarias; su reconocimiento de éstas va más allá de lo aceptado por sus colegas 
matemáticos y, de cierta manera, legitima su uso. 

Otro matemático francés a quien también se le atribuye la invención de la geometría 
analítica casi simultáneamente que Descartes, aunque de manera independiente, fue Pierre 
Fermat (1601-1665). Sus muchas contribuciones las podemos situar en varias ramas de las 
matemáticas tales como la teoría de números, el análisis diofantino, la probabilidad y el 
cálculo, entre las más significativas. De hecho, en varias de estos campos fue pionero y 
dejó una huella perdurable hasta nuestros días. 

A Fermat le debemos el uso de las llamadas coordenadas cartesianas pues fue quien las 
introdujo en su exposición del método de la geometría analítica, mismo que desarrolló en 
su escrito Ad Locos Planos et Solidos Isagoge 3 , el cual data de 1643 pues en ese año Fermat 
se lo envió a Pierre de Carcavi con quien mantenía correspondencia. Sabemos por varias 
fuentes que mucho del material expuesto en esta obra es bastante familiar para Fermat 
desde al menos 1629, y para 1636 ya había descubierto el principio fundamental de la 
geometría analítica pues, en sus propias palabras: “ Siempre que en una ecuación final estén 
presentes dos cantidades desconocidas, tenemos un lugar geométrico, uno de cuyos 

3 Introducción a los lugares [geométricos] planos y sólidos. 
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extremos describe una línea, recta o curx’a ” ([2], p. 346). Sin embargo, es hasta después de 
su muerte que por primera vez se publican muchas de sus investigaciones en su “ Varia 
Opera ”, la cual salió a la luz en 1679. 

En su Introducción Fermat sigue la notación de Vieta y, por ejemplo, la ecuación de un 
círculo la escribe como Bq. + Aq. = Eq. (A y B son incógnitas, E es una constante y q es 
por quadratum). Además, clasifica las secciones cónicas de acuerdo a su ecuación y 
muestra que toda ecuación cuadrática en dos incógnitas representa una línea recta o una 
cónica. 

Por otra parte, podemos decir que Fermat es el fundador de la teoría moderna de los 
números y obtuvo una gran cantidad de resultados en este campo. No dio demostración 
alguna de muchos de sus “teoremas”, la mayoría de los cuales han probado ser correctos 
pues varios matemáticos de las generaciones posteriores a la suya se encargaron de 
establecer las demostraciones. Fa más famosa de esas afirmaciones es sin duda el llamado 
Último Teorema de Fermat que establece que no existen números enteros x, y, z, que 
satisfagan la ecuación x" + y" = z" para n > 3, de la cual Fermat afirmaba tener una 
demostración "verdaderamente bella". Este teorema sólo se pudo probar hasta hace poco 
tiempo, en la última década del siglo XX por Andrew Wiles, del Instituto de Estudios 
Avanzados de Princeton. Fas matemáticas desarrolladas para lograr esta proeza han dejado 
una profunda huella en el álgebra contemporánea, en la teoría algebraica de números y en la 
geometría algebraica. A propósito, se le llama “último teorema” no porque haya sido el 
último enunciado por Fermat sino porque fue el último en ser demostrado. 

Mientras en la Europa continental tenían lugar todas esas novedosas ideas, en Inglaterra, un 
discípulo de Oughtred, John Wallis (1616-1703), llegaría a ser reconocido como uno de los 
mejores matemáticos del continente. En 1648 estudió a Descartes y se replanteó el trabajo 
de éste con respecto a la ecuación bicuadrática; Wallis le dio un nuevo enfoque al 
factorizarla por medio de dos ecuaciones cuadráticas. Para el año de 1656 se publica su 
libro Operum Mathematicorum Pars Altera 4 el cual consta de dos partes siendo una de ellas 
el Tractatus de Sectionibus Conicis 5 . Este tratado es el primer texto sobre las cónicas desde 
un punto de vista Cartesiano y aparte de éstas, se estudian curvas planas tales como la 
parábola cúbica a 2 y = x 3 y la parábola semicúbica ay 2 = x 3 , la cual jugó un importante 
papel en el desarrollo posterior del cálculo infinitesimal. 

Pero el trabajo que más fama le trajo a Wallis fue su Aritmética Infinitorum 6 , que se publicó 
en 1655; esta obra ejercería una influencia decisiva en el trabajo de Newton sobre el cálculo 
infinitesimal. En particular, es en este tratado donde aparece la famosa fórmula: 

4 , 9 25 49 81 

— = lx — X X X X ••• 

7C 8 24 48 80 

En 1659 Wallis publica Tractatus Dúo en el cual se presentaban sus investigaciones sobre 
algunas curvas tales como la cicloide, la cisoide y también sobre otras figuras geométricas. 


4 Obra Matemática Selecta. 

5 Tratado de Secciones Cónicas. 

6 Aritmética del Infinito. 
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Otro texto de Wallis de título Treatise of Algebra, Both Historical and Practical se publicó 
en 1685 y su autor adopta una posición un tanto chauvinista pues acusa injustamente a 
Descartes de que gran parte de su trabajo lo tomó de la Praxis de Harriot y trata de hacer 
ver que el álgebra simbólica de Vieta ya estaba presente en la matemática griega. 

Mención especial debemos hacer de Isaac Newton (1642-1727) de quien se dice ha sido 
uno de los más grandes científicos de la historia de la humanidad. Su trabajo más conocido 

’j 

y admirado es Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (1687) en el que establece 
las leyes del movimiento de los cuerpos y las leyes de la gravitación universal sobre bases 
geométricas; también hizo contribuciones fundamentales en óptica y por eso la idea que se 
tiene de él es la de un físico-matemático. Sin embargo, su contribución a las “matemáticas 
puras” y en particular al desarrollo del álgebra, son suficientes para asegurarle un lugar 
junto a los más grandes matemáticos de todos los tiempos [6, p. 6]. 

Se sabe con certeza que el período de 1664 a 1667 fue determinante en la vida de Newton 
pues muchas de sus más revolucionarias ideas las desarrolló en esa época. Antes de esos 
años sus lecturas habían sido mayormente sobre filosofía aristotélica, lo común en las 
universidades europeas de ese tiempo; sin embargo, aprendió muy bien el estilo de 
razonamiento lógico usado por Aristóteles en su complicado sistema filosófico. En 1664 
sus lecturas fueron más allá de las que ofrecía el currículum tradicional y se abrió a las 
ideas cartesianas. 

Si bien Newton ya había leído a Euclides cuando estudiante, sus conocimientos de 
geometría no eran particularmente profundos y, aunque parezca contradictorio, su interés 
por la astrología lo llevó a estudiar trigonometría en 1663. Al no entender varias 
demostraciones de su texto de trigonometría por falta de bases geométricas firmes, vuelve 
de nuevo al estudio de la geometría euclidiana aunque sus lecturas fueron bastante 
superficiales ya que sólo leía los enunciados de los teoremas pues las demostraciones le 
parecían muy sencillas, opinión que cambió al llegar al llamado Teorema de Pitágoras. Esto 
hizo que releyera a Euclides con mayor atención de principio a fin. Después leyó la Clave 
de Oughtred y tuvo algunas dificultades para entenderlo por completo. Cambió entonces su 
lectura a la Geometría de Descartes en la edición latina que de esta obra había realizado 
Frans van Schooten la cual se publicó en 1649; uno de los grandes méritos del trabajo de 
Schooten fue que esta edición estaba ampliamente comentada y presentaba explicaciones 
muy valiosas del trabajo de Descartes. Después de varias relecturas entendió a Descartes 
mejor que a Euclides por lo que leyó de nuevo a éste último y, por segunda vez, a 
Descartes. Luego vinieron las lecturas de Arithmetica Infinitorum de Wallis; Euclides 
Elementorum de Isaac Barrow, quien también fue su maestro; la Opera Mathematica de 
Vieta; también es muy posible que haya leído el Tractatus Dúo de Wallis. 

Fue en la lectura de la Arithmetica de Wallis que Newton vino a descubrir su famoso 
Teorema del Binomio el cual ya se conocía desde mucho antes para exponentes enteros no 
negativos. En nuestra notación moderna este teorema lo expresamos como: 


7 Principios Matemáticos de la Filosofía Natural. 
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« fn\ 

(a+b)" fl-V, 

*=0 y 

f n'] n\ 

donde n es un entero no negativo, a, b números reales y =-. 

[k J k\(n-k)\ 

Newton lo generalizó para exponentes fraccionarios y negativos, y apareció publicado por 
primera vez en el Tratado de Álgebra de Wallis, con el debido crédito a su descubridor. 
Debemos decir que Newton no dio una demostración rigurosa del teorema sino que llegó a 
su formulación después de sus investigaciones sobre el cálculo de áreas bajo curvas con 
ordenadas de la forma (1-x 2 )". De hecho, en la Arihtmetica ya había estudiado cómo 

calcular áreas bajo curvas con ordenadas de la forma (1 -x 2 ) ? , donde n es un entero 
positivo par. 

Newton estaba sumamente complacido por este resultado, el cual fue muy importante en 
sus posteriores investigaciones que lo llevaron a la formulación del cálculo diferencial e 
integral. Las demostraciones rigurosas del mismo vinieron después con McLaurin (para 
valores racionales de n); Giovanni Francesco Salvemini y A. G. Kástner (para valores 
enteros de n); Euler (para valores fraccionarios de n ), y Abel (para n complejo). 

Otro resultado muy importante de Newton tiene que ver con polinomios simétricos, que 
ahora trataremos de explicar. Si se tiene la expresión polinomial 

p(u,v,w ) = u 2 +v 2 + w 2 

y hacemos intercambios de las variables u, v o w, entonces el polinomio p queda invariante, 

es decir, no cambia. Por ejemplo, si permutamos u por w se tendría 

2 2 2 2 2 2 

p(w,v,u) = w +v +u =u + v +w =p(u,v,w), 
de donde se observa que el polinomio p no cambió al realizar la permutación anterior. 
Decimos entonces que p es un polinomio simétrico. En este caso se tienen tres variables 
pero nuestros polinomios pueden ser de cualquier número de variables. 

De particular importancia son los polinomios simétricos elementales que en el caso de dos 
variables son 

c t¡ (u, v) = u + v 
cr 2 (u,v ) = uv ; 

estos polinomios están ligados a una ecuación de segundo grado de la siguiente manera: 
Supongamos que u y v son las raíces de la ecuación 

x 2 + ax + b = 0, 

donde ay b son números complejos; de aquí se sigue que 

x 2 + ax + b = (x - u)(x -v) = x 2 -{u + v)x + uv = 0, 
y por lo tanto, se tiene una relación entre los coeficientes de la ecuación y los polinomios 
simétricos elementales en sus raíces: 

-a = «+ v = cr 1 
b = uv = (7 2 . 

Similarmente, para una cúbica de la forma 
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x 3 +ax 2 +bx + c = 0, (2.1) 

donde los coeficientes a, b y c son complejos y si suponemos que sus raíces son u, v y w, 
entonces 

x 3 + ax 2 + bx + c = (x - u)(x - v)(x - w) 

= x 3 - (u + v + c)x 2 + ( uv + uw + vw)x - uvw 


por lo que 


= 0 , 


-a = u + v + w=T i (u, v, w) 


b = uv + uw + vw = r 2 (u, v, w ) 


— c = uvw = r 3 (u,v, w), 

son las relaciones de los coeficientes de la cúbica con los polinomios simétricos 
elementales r x , z 2 y r 3 en las raíces u, v y w. Notemos que no es necesario conocer las 

raíces sino que basta con suponer su existencia. Es claro que lo anterior se puede 
generalizar para una ecuación de grado n y se tendrá una relación entre los coeficientes de 
la ecuación y los n polinomios simétricos elementales de sus raíces. 


Como se mencionó en la segunda parte, Cardano ya había entendido, al menos para la 
cúbica, esta relación entre coeficientes y raíces. En el nuevo esquema de Vieta, estas 
relaciones fueron más evidentes y él mismo fue el primero en observar que ésta era una 
regla que se cumplía siempre para las ecuaciones algebraicas de grado menor o igual al 
quinto. 


En 1707 se publica el libro Arithmetica Universalis de Newton, cuando éste ya gozaba de 
fama mundial y había cesado en gran parte su actividad científica. Se sabe que los 
resultados que aparecen en este texto habían sido descubiertos mucho tiempo atrás por su 
autor y sólo vieron la luz hasta ese año. Entre esos resultados, Newton enuncia un teorema 
sobre las sumas de potencias de las raíces de una ecuación polinomial de la forma 

X + £7|X + Cl 0 X ~ + .+ Cl fí _ |X + (1 fl — 0, (2.2) 

el cual vendría a ser muy importante en los desarrollos posteriores del álgebra. Por ejemplo, 
para el caso de la cúbica (2.1), Newton deduce, entre otras relaciones, que 

u + v + w = -a , 
u 2 +v 2 +w 2 =a 2 -2b, 
u 3 +v 3 +w 3 =-a 3 +3ab-3c, 

y da muchas otras fórmulas para diferentes combinaciones de potencias de las raíces para la 
cúbica y para ecuaciones de grado 8, aunque es claro que estaba consciente de que hay 
fórmulas análogas para ecuaciones de cualquier grado, como en (2.2), es decir, que 
cualquier polinomio simétrico en las raíces ele una ecuación se puede expresar en términos 
de los coeficientes de la ecuación [6, p. 8]. Este resultado es la piedra angular en el que se 
basaron los trabajos posteriores sobre la teoría de ecuaciones, los cuales vieron su 
culminación en una bella teoría de la cual nos ocuparemos más adelante, a saber, la Teoría 
de Galois. 


Otro personaje muy importante en la historia del desarrollo del álgebra es Gottfried 
Wilhelm Leibniz (1646-1716). Coinventor del cálculo diferencial e integral de manera 
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independiente de Newton, estos dos personajes se enfrascaron en una amarga disputa por 
los derechos de autoría del cálculo la cual era atizada por el gran genio inglés de manera 
indirecta a través de sus incondicionales de la Real Sociedad de Londres. Hoy sabemos que 
las acusaciones de plagio en contra de Leibniz eran infundadas y podemos darnos una idea 
clara de lo que cada quien aportó a esta rama fundamental de las matemáticas. Sin 
embargo, las contribuciones de Leibniz al álgebra son también importantes aunque poco 
conocidas. 

Una de estas contribuciones tiene que ver con la generalización del teorema del binomio a 
expresiones multinomiales tales como (a+b + c)", (a+b + c + d)", etc. También se le 
atribuye el haber sido el primero en introducir la noción de determinante al trabajar con 
sistemas de ecuaciones. Otra de sus aportaciones tiene que ver con los números complejos, 
cuyo estudio había sido relegado en ese tiempo. Leibniz prueba en 1676 que 

1+ -3 i I -3- 6, 

y algunos años más tarde, en 1702, que 

x 4 +a 4 = (x i a /— -1 )(x + a j — 1 )(.v — a — I )(.v a -1 ); 
esto hizo que Leibniz se sintiera bastante impresionado por todo el potencial que ofrecían 
los números complejos aunque al parecer nunca exploró la posibilidad de darles una 
representación geométrica y el estatus que les dio estaba a medio camino entre la existencia 
y la no existencia. 

Su otra gran contribución a las matemáticas tiene que ver con lo que podríamos llamar el 
álgebra de la lógica. En efecto, se puede considerar a Leibniz como el precursor de la lógica 
simbólica pues sus contribuciones al área fueron importantes y se dice que con él, la lógica 
aristotélica adquirió nueva vida, después de haber estado casi en el olvido. Sus 
investigaciones en lógica lo llevaron a plantearse la búsqueda de una characterística 
universalis pues creía firmemente que combinando la lógica y las matemáticas se podría 
crear un lenguaje simbólico general en el cual todos los problemas científicos serían 
resueltos con un mínimo de esfuerzo. En este lenguaje universal, las proposiciones y las 
relaciones lógicas entre ellas serían representadas por letras y símbolos, de tal manera que 
"... todas las verdades de razón se reducirían a una especie de cálculo, y los errores sólo 
serían errores de computación” (citado en [11, p. 15]. Esta especie de cálculo que se 
imaginó Leibniz, y que él llamaría calculus ratiocinator (es decir, cálculo lógico), “... no es 
otra cosa, de hecho, que una operación mediante símbolos, que tiene lugar no sólo en el 
caso de las cantidades, sino también en cualquier otro razonamiento. 

En estas ideas de Leibniz se puede encontrar el germen de la lógica simbólica o 
matemática, aunque es preciso señalar que dichas ideas no fueron formalizadas por él y 
habría que esperar casi dos siglos más para que se concretaran en la gran obra de George 
Boole (1815 - 1864) quien establece las bases algebraicas de la lógica. 

En resumen, es un hecho incuestionable que durante los siglos XVI y XVII surge una nueva 
álgebra, que no solamente contribuyó en el desarrollo del cálculo diferencial e integral, 
sino que sus métodos, su simbolismo y su relación con la geometría serían parte 
fundamental de los grandes progresos matemáticos que se dieron en los siglos XVIII y 
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XIX. Con la expresión “nueva álgebra” no nos estamos refiriendo al álgebra abstracta sino 
que nuestra intención es, por un lado, hacer hincapié en los nuevos desarrollos algebraicos 
que se dieron en ese período los cuales fueron de índole muy distinta al álgebra que les 
precedió, y, por otro, subrayar el hecho de que este nuevo simbolismo preparaba el camino 
hacia la abstracción y la generalización. Sin embargo, no debemos olvidar que esta nueva 
álgebra tiene sus fuentes en el Ars Magna de Cardano y en el Artem Analyticem de Vieta, 
textos de los cuales ya hemos hablado; asimismo, se caracteriza por nuevos resultados, los 
objetos con los que se trabaja, su justificación metodológica y una relación muy diferente 
con la geometría pues ya no dependerá más de ésta última para la confirmación de sus 
resultados. 


3. EL TEOREMA FUNDAMENTAL DEL ALGEBRA 

Una manera de enunciar el Teorema Fundamental del Álgebra (TFA) es como sigue: 

Toda ecuación polinomial de grado n con coeficientes complejos tiene n raíces 
complejas. 

Con esto queremos decir lo siguiente: Si consideramos el polinomio de grado n, 
p(x) = a n x n +a n _ 1 x n ~ 1 H— + a l x + a 0 , donde a¡ eC para i = 0, ..., n, entonces existen n 
números complejos z x ,...,z n que satisfacen la ecuación polinomial p(x) = 0 , esto es 
p(z k ) = 0 para k= 1 ,..., n. 

Algunas formas equivalentes de enunciar el teorema son: 

• El polinomio p sefactoriza en un producto de factores lineales como 

p(x) =a n (x-z l )(x~z 2 )---(x-z n ). 

• El campo de los números complejos es algebraicamente cerrado. 

Otra versión menos general que la anterior, pero también bastante conocida es la siguiente: 
“Todo polinomio en una variable con coeficientes reales se puede factorizar como un 
producto de factores reales de primero o segundo grado”, donde por “factores reales” 
entendemos polinomios con coeficientes reales. Damos un ejemplo para ilustrar esto: el 
polinomio p(x) = x 5 -6x 4 +12x 3 -12x 2 +llx-6 se factoriza como 
p(x) = (x-l)(x-2)(x-3)(x 2 +1), siendo sus cinco raíces 1, 2, 3, i, -i. En adelante a un 
polinomio con coeficientes reales lo llamaremos un polinomio real. 

Podemos decir que los algebristas italianos del siglo XVI asumían que dada una ecuación 
de grado menor al quinto, con coeficientes enteros, siempre se podían encontrar sus raíces. 
Además, se tienen muchos ejemplos por parte de ellos en los que se dan soluciones 
particulares para ecuaciones muy específicas de grado mayor al cuarto. Esto nos indica que 
había cierta conciencia de que una ecuación cuadrática tiene dos raíces, una cúbica, tres, y 
una bicuadrática, cuatro. Sin embargo, el primero en establecer de forma explícita que una 
ecuación polinomial de grado n deberá tener n raíces es Albert Girard (1595-1632), quien 
en 1629 publica un pequeño tratado de álgebra, Invention Nouvelle en l 'Algebra, en el cual 
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se trata ampliamente el tema de la relación entre los coeficientes de una ecuación con las 
funciones simétricas de sus raíces y también se presentan algunos ejemplos de ecuaciones 
de cuarto grado para las cuales establece que hay cuatro soluciones, no más, no menos. 

Descartes, como ya hemos dicho, presentó una versión de este teorema en la Géométrie y 
da algunos ejemplos para ilustrarlo. También deja en claro el hecho de que si t es una raíz 
de una ecuación polinomial, entonces x - t es un factor de la misma. Algunos otros 
matemáticos como Newton y Colin Maclaurin (1698-1746) también darían versiones 
parecidas pero sin presentar demostración alguna. 

En 1746, Jean Le Rond D’Alembert (1717-1783) hace el primer intento serio por demostrar 
el TFA; su prueba no es del todo correcta pues usa el hecho de que una función continua en 
un conjunto compacto toma un valor mínimo, lo cual se probaría hasta mucho tiempo 
después; sin embargo, sus ideas probaron ser de utilidad algunos años más tarde. Más o 
menos por esas fechas, Leonhard Euler (1707-1783) pudo probar que todo polinomio real 
de grado n, con n < 6, tiene exactamente n raíces complejas y además era claro para él que 
si un polinomio real tenía una raíz compleja de la forma a + b -1 ? entonces su conjugada 

a-b - 1 también era raíz de ese polinomio. En 1749 intentó el caso general, a saber, que 
todo polinomio real de grado n, para n arbitrario, tiene exactamente n raíces complejas. Su 
prueba es incompleta y Joseph Louis de Lagrange (1736-1813), en una memoria presentada 
a la academia de Berlín en 1772, trata de completar la prueba de Euler, aunque su 
razonamiento no es muy preciso pues Lagrange, al igual que Euler y muchos matemáticos 
de la época, operaban libremente con las raíces de las ecuaciones como si fueran números 
ordinarios sin tomar en cuenta que esas raíces podían ser números complejos. 

Es a Cari Friedrich Gauss (1777-1855) a quien le corresponde el mérito de haber sido el 
primero en dar una prueba convincente, aunque no completamente rigurosa, del TFA en su 
tesis doctoral titulada “ Nueva Demostración del Teorema de que Toda Función Algebraica 
en una Variable puede ser Factorizada en Factores Reales de Primero o Segundo Grado ”, 
en el año 1799. En este trabajo se hace una crítica de los intentos anteriores de D’Alembert, 
Euler y Lagrange, y se aborda el teorema desde una perspectiva diferente pues Gauss no 
calcula las raíces de un polinomio real sino que demuestra la existencia de éstas por medio 
de un método muy original, que presentamos aquí de manera muy sintetizada. Si el 
polinomio real P(z) tiene una raíz compleja de la forma a + bi, entonces P(a + bi) = 0 y, 
además, esta función algebraica es posible representarla como P(x + yi)=u(x,y) + iv(x,y). 
La gran originalidad de Gauss fue hacer corresponder cada raíz compleja a + bi de P con 
un punto (, a,b ) del plano cartesiano. De esta manera, el punto ( a,b ) debe ser una 
intersección de las curvas « = 0yv = 0 por lo que es necesario probar que estas dos curvas 
se cortan. Gauss utiliza un argumento cualitativo para esta prueba y su razonamiento se 
basa en las gráficas de las curvas por lo que no es completamente riguroso. Sin embargo, su 
argumento es convincente y prueba así que un polinomio real de grado n se factoriza como 
producto de factores lineales de primero y segundo grado. 

En 1814, Jean Robert Argand (1768-1822) presenta una prueba sencilla del TFA basado en 
las ideas de D’Alembert y en 1816 Gauss ofrece otra prueba del teorema la cual se basa en 
las ideas de Euler; su demostración es completa y correcta. En ese mismo año, Gauss 
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presenta una tercera prueba del teorema y, en este caso, sus argumentos son de naturaleza 
geométrica, como en su primera demostración. 

En 1849, Gauss prueba el TFA en su forma general, a saber, que un polinomio de grado n 
con coeficientes complejos tiene n raíces complejas, lo que en términos modernos equivale 
a decir que el campo de los números complejos es algebraicamente cerrado. 


4. LA ECUACIÓN GENERAL DE GRADO n 

Una etapa de fundamental importancia en la historia del álgebra podemos situarla hacia la 
segunda mitad del siglo XVIII y está conectada con la teoría de ecuaciones algebraicas. 
Uno de los problemas centrales en este tiempo era el de encontrar las soluciones de la 
ecuación general de grado n 

X + a^X + Cl 0 X ~ ■+■.+ a n _^x + a n —0 (4.1) 

por medio de radicales, esto es, a través de hacer operaciones aritméticas (suma, resta, 
multiplicación, división y extracción de raíces) con los coeficientes de la ecuación. 

Los métodos para resolver ecuaciones cúbicas y bicuadráticas de los algebristas italianos 
del siglo XVI fueron generalizados por varios matemáticos en los siglos posteriores; entre 
ellos podemos mencionar a Vieta, Descartes, Euler y Bézout. Debido al éxito que éstos 
lograron con el análisis algebraico de la ecuación (4.1) para los casos n = 3 y n = 4, muchos 
de los grandes matemáticos de los siglos XVII y XVIII trataron con ahínco de encontrar un 
método para resolver por radicales la ecuación general de quinto grado; algunos de ellos 
fueron Newton, Leibniz, Tschirnhausen. D’Alembert y Euler. Se tenía la idea de que dicho 
método debía existir y, en todo caso, si no se había encontrado era debido a que no se era lo 
suficientemente ingenioso y hábil. Así, el problema de la cubico-cuadrática resultó ser 
bastante elusivo y no hubo avances significativos sino hasta 1770 con los trabajos de 
Vandermonde y Lagrange, los cuales comentaremos brevemente a continuación. 

En 1770, Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796) presentó a la Academia de 
Ciencias de París un trabajo titulado Mémoire sur la Résolution des Equations en el cual 
enunciaba que toda ecuación de la forma 

x p -1 = 0, (4.2) 

donde p es un número primo, es soluble por radicales. Notemos que basta probar el 
resultado para los exponentes primos pues si x’" —1 = 0, donde m = np con p primo, 
entonces se tiene que x m -1 = (x") p -1 = 0 y haciendo y = x" se obtiene una ecuación de 
la forma (4.2) para la incógnita y, la cual se podría resolver por radicales en caso de que la 
afirmación de Vandermonde fuera correcta. Sin embargo, Vandermonde prueba el resultado 
sólo para p < 11, lo cual no nos permite resolver el caso general. 

Por el teorema fundamental del álgebra, la ecuación 

z" -1 = 0 (4.3) 
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tiene n soluciones complejas y a éstas se les llama las raíces n-ésimas de la unidad. 
Decimos que una raíz a de (4.3) es una raíz n-ésima primitiva de la unidad si a n = 1, a 
^ 1 y a j 1 para 1 < j < n. 

Las raíces de la ecuación (4.3) son números complejos que están en el círculo unitario 
I z 1= 1 y dividen a éste en n arcos de igual longitud. Si unimos las raíces consecutivas por 
medio de segmentos de recta, lo que obtenemos es un polígono regular de n lados inscrito 
en el círculo. Por tal motivo, a la ecuación (4.2) se le llama la ecuación ciclotómica ya que 
sus raíces dividen (tomos) al círculo (ciclo) en partes iguales. 

Además, si u es cualquier número (real o complejo), entonces podemos obtener sus raíces 
n-ésimas, pues basta resolver la ecuación z n =u . Si una de las raíces de esta ecuación es 
Uq , entonces las otras n-l son ocu 0 ,a 2 u Q , ...,oc "~ x u Q , donde a es una raíz n-ésima 
primitiva de la unidad. En base a esto, Vandermonde razona que si x, y, z denotan las raíces 
(desconocidas a priori) de la ecuación cúbica general .r 3 + ax : + bx + c = 0, entonces 
podemos expresarlas en la forma 

x = j [(x + y + z) + (x + ay + a 2 z) + (x + a 2 y + a z)] 

= \[(x + y + z) + \¡(x + ay + a 2 z) 3 +\¡(x + a 2 y + az) 3 ], (4.4) 

donde a es una raíz cúbica primitiva de 1; expresiones similares se tienen para y y z. 


Notemos que por lo dicho anteriormente sobre los polinomios simétricos en las raíces de 
una ecuación polinomial, se tiene que x + y + z = a, es una cantidad conocida. Además, si 
queremos obtener la raíz x, es necesario conocer las cantidades bajo los símbolos radicales 
en la ecuación (4.4). Pero Vandermonde advierte que si 

u = (x + ay + a 1 zj i 


y 


v = (x + a 2 y + az) 2 , 


entonces u+v y uv son polinomios simétricos en x, y, z, y por lo tanto, son conocidos ya 
que cualquier polinomio simétrico en las raíces se puede expresar en base a los polinomios 
simétricos elementales y éstos a su vez están estrechamente ligadas a los coeficientes de la 
cúbica, lo cual ya se mencionó en la sección 2, y era un hecho ampliamente conocido desde 
los tiempos de Newton. 


Una vez conocidas las cantidades u+v y uv, es posible obtener los valores de u y v, con lo 
cual queda determinada la raíz x en (4.4). En realidad, usando este procedimiento se 
obtienen nueve soluciones para x por lo que es necesario probar todas éstas en la cúbica 
para encontrar la solución verdadera. Procedimientos análogos para y y para z nos dan las 
tres raíces de la cúbica, probando así que es posible resolverla por radicales. 


Vandermonde da también un método similar para encontrar las raíces de la bicuadrática e 
incluso analiza algunos casos de ecuaciones particulares de grado superior. 
Lamentablemente, su trabajo fue publicado hasta 1774 y sus razonamientos serían 
eclipsados por el gran tratado de Lagrange sobre la teoría de ecuaciones. 
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En 1771 se publica la memoria de Lagrange, Réfléxions sur la Résolution Algébrique des 
Equations, por la Academia Prusiana de Ciencias. Este es un tratado de considerable 

o 

extensión en el cual se analizan, desde diferentes puntos de vista, varios de los métodos 
conocidos en ese tiempo para resolver por radicales las ecuaciones algebraicas de tercero y 
cuarto grado; con base en este análisis, Lagrange presenta un método que resume los 
anteriores y logra encontrar la característica subyacente en cada uno de los otros métodos: 
el hecho de que funcionen se debe a que es posible reducir cualquier cúbica o bicuadrática a 
una ecuación auxiliar cuyo grado es menor, en uno, que el de las ecuaciones originales; 
éstas, por lo tanto, admiten una solución por medio de radicales. 

Para ilustrar el método de Lagrange, supongamos que x, y, z son las raíces de la cúbica 
general, las cuales no conocemos a priori. Consideremos ahora la cantidad t dada por 

t = x + ay + a 2 z, (4.4) 

donde a es una raíz cúbica primitiva de la unidad. (Las tres raíces cúbicas de la unidad son 
1, -\ +^i, -\-^i •) Si permutamos las raíces en (4.4), entonces obtenemos seis valores 
posibles para t pues el total de permutaciones de tres objetos es 3! = 6. Sean t l , t 2 , ..., t 6 

los distintos valores que se obtienen de (4.4) al permutar las raíces de la cúbica. Estos seis 
valores satisfacen la ecuación 

/(x) = (x-t l )(x - 1 2 )(x -1 3 )(x - t 4 )(x - 1 5 )(x - 1 6 ) = 0 (4.5) 

y es posible notar que los coeficientes de esta ecuación son polinomios simétricos en las t ¡; 
por la manera en que se definieron los t ¡, también son simétricos en x, y, z\ luego, los 

podemos conocer en términos de los coeficientes de la cúbica que pretendemos resolver. La 
ecuación (4.5) es la ecuación auxiliar de la que hablamos arriba y hoy es llamada la 
resolvente de Lagrange para el caso de la cúbica. 

Notemos que (4.5) es una ecuación de sexto grado, considerablemente mayor que el de la 
cúbica que queremos resolver por radicales. Sin embargo, en este caso las cantidades t¡ 

satisfacen las relaciones t 2 =a q, t 3 =a 2 t 1 , t 5 =at 4 y t 6 =a 2 t 4 . Esto se cumple para 

cierto orden de las permutaciones de las raíces en (4.4); si se permutan las raíces en otro 
orden, obtendremos relaciones similares a las anteriores. De esta manera, (4.5) es una 
ecuación cuadrática en x 3 pues 

/(x) = (x 3 - t 2 )(x 3 - 1 4 ) = (x 3 ) 2 - (t 2 + 1 2 )x 3 + t 2 t 2 . 

Si hacemos u = t 2 y v = t 4 , entonces los coeficientes de esta ecuación son precisamente u 
+ v y uv, los cuales es posible expresarlos en términos de los coeficientes de la cúbica 
original y se obtiene a través de ellos la solución como lo comentamos arriba. De esta 
manera, es posible obtener los seis valores para t; por consiguiente, las soluciones de la 
cúbica están dadas por 

x = }[(x+ y + z) + t 1 +t 4 \, 
y = }[(x+y + z) + a 2 q +a t 4 ], 
z = }[(x+ y + z) + at l +a 2 í 4 ], 


En [14] ocupan 116 páginas. 


53 



ATDMTES DE ZHlSTO'RIA DE LAS MATEMÁTICAS VOL. 2, NO. 2, MAYO 2003 

por lo que sólo necesitamos identificar bien a t l y t A de entre las seis posibles soluciones 
de la ecuación resolvente (4.5). Recuérdese que la expresión x + y + z es un polinomio 
simétrico elemental de estas tres raíces y, por lo tanto, conocemos su valor pues es el 
coeficiente del término cuadrático en la cúbica (2.1). En este caso, Lagrange va más allá y 
nos da una manera explícita para calcular esos valores. 

En el caso de la ecuación general de cuarto grado 

x 4 + ax 3 + bx 2 +cx + d = 0 , 

si proponemos x, y, z, w como sus raíces, entonces al definir la cantidad I como 
t = x + ay + a 2 z + a 2 w, donde a es una raíz cuarta primitiva de la unidad, la resolvente es 
una ecuación de grado 4! = 24, las posibles permutaciones de estas cuatro raíces. Sin 
embargo, en este caso se simplifica mucho el procedimiento pues las raíces cuartas de la 
unidad son 1, i, — 1, —i, y tanto Vandermonde como Lagrange usaron este hecho para 
obtener las raíces de la bicuadrática; en este proceso es necesario resolver una cúbica como 
ecuación auxiliar. De hecho, este último probó que las veinticuatro permutaciones de las 
raíces sólo producen seis valores distintos para t, los cuales son 

±(x-y + z-w), 

± (x + y - z - w), 

±(x - y - z + w), 

y cada uno de ellos ocurre cuatro veces. Si los denotamos por ± t ] , ±t 2 , ±t 3 , respecti¬ 
vamente, entonces la ecuación resolvente es 

/(x) = (x -1 { ) 4 (x +1^ 4 (x—1 2 ) 4 (x+1 2 ) 4 (x—1 3 ) 4 (x +1 3 ) 4 

= g(x) 4 =0, 

donde 

g(x) = (x 2 -t 2 )(x 2 -t 2 2 )(x 2 -t 3 2 ), 

es un polinomio cúbico en x 2 ; además t 2 , t 2 2 y t 3 son las raíces de una ecuación cúbica 

conocida pues los coeficientes de g(x) son simétricos en t 2 , t 2 2 y t 3 \ luego, también son 
simétricos en x, y, z, w. Dado que podemos resolver dicha cúbica, es posible encontrar los 
valores para t 2 , t 2 2 y t 3 y por consiguiente, los de ± í,, ±í 2 , ±f 3 , ya que sólo basta 
extraer raíces cuadradas. De esta manera, las soluciones de la bicuadrática vienen dadas por 

x = y [(x + y + z + w) + ty + 1 2 + 1 3 ] 
y = ii(x + y + z + w)-t 1 +t 2 -t 3 ] 
z = \[(x + y + z + w) + t l -t 2 -t 3 ] 
w = \[(x + y + z + w)-t 1 -t 2 +t 3 ]. 

Es necesario observar que sólo se necesitan escoger los signos adecuados a q, t 2 y t 3 , lo 
cual, en el peor de los casos lo hacemos por ensayo y error. También es necesario señalar 
que x + y + z + wesun polinomio simétrico elemental de estas raíces y es, por lo tanto, 
igual al coeficiente del término cúbico en la ecuación bicuadrática original. 

Lagrange aplicó el mismo método a la ecuación general de quinto grado. Al considerar 

t = x + ay + a 2 z + a 3 w+a 4 v, 
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donde suponemos a priori que x, y, z, w, v son las cinco raíces de la ecuación original y a es 
una raíz quinta primitiva de la unidad, Lagrange observó que las posibles permutaciones de 
estas raíces nos dan 5! = 120 valores para t por lo que la ecuación resolvente/(.r) = 0 es de 
grado 120. Sin embargo, Lagrange pudo probar que ésta se puede reducir a un polinomio de 
grado 24 en x 5 pero no pudo obtener nada concluyente. Además, los "trucos" que se podían 
realizar en los casos anteriores no se pueden aplicar aquí pues todas las raíces quintas de la 
unidad son primitivas, excepción de la trivial a = 1; así, no es posible hacer las reducciones 
de la resolvente como en el caso de la cúbica y la bicuadrática. 

En palabras del propio Lagrange: “El problema de resolver [por radicales] las ecuaciones 
cuyo grado es mayor que el cuarto es uno de esos problemas que no han sido resueltos, si 
bien nada prueba la imposibilidad de resolverlos ” [14, p.305]. Sin embargo, unas páginas 
más adelante Lagrange expresa sus dudas en cuanto a poder encontrar un método por ese 
camino: “ De nuestro razonamiento vemos que es muy dudoso que los métodos que hemos 
considerado pudieran dar una completa solución a las ecuaciones de quinto grado ” [14, p. 
307]. Estas palabras son muy significativas pues es la primera vez en que se expresan dudas 
sobre la posibilidad de resolver por radicales las ecuaciones polinomiales de grado superior 
al cuarto. 

En el caso de la ecuación general de grado n, Lagrange considera funciones racionales de 
las raíces y los coeficientes de ésta lo que le lleva a probar algunos resultados importantes. 
En efecto, sean x l ,x 2 ,...,x n las raíces de (4.1), vistas como variables indeterminadas; dos 

funciones racionales g^,...,*,,) y h(x 1 ,...,x n ) se dicen ser similares (Lagrange usa el 
término semblables) si todas las permutaciones de las raíces que dejan invariante a g 
también dejan invariante a h, y recíprocamente. De esta manera, Lagrange prueba que “Si 
todas las permutaciones que dejan invariante a g también dejan invariante a h, entonces es 
posible expresar h como una función racional de g y de los coeficientes de la ecuación 
dada ” (citado en [22, p. 81], Además, si t l ,t 2 ,...,t k son los distintos valores que toma la 

función g(x l ,...,x n ) bajo las n ! permutaciones de las raíces, entonces k divide a ni y este 
resultado es la base de lo que ahora se conoce como Teorema de Lagrange en la Teoría de 
Grupos. Con estos resultados, es posible encontrar una ecuación resolvente 
f(x) = (x -?,)•• -(x-t k ) la cual es necesario resolver. En los casos n = 3 y n = 4, las 
ecuaciones resolventes son de grado 2 y 3 respectivamente, mientras que para n = 5 la 
resolvente es de grado 6 y eso explica que Lagrange no haya tenido éxito en resolver la 
cubico-cuadrática. Sin embargo, como resultado de su análisis y a pesar de no haber 
obtenido resultados concluyentes para ecuaciones de grado superior al cuarto, el trabajo de 
Lagrange sobre la resolución algebraica de ecuaciones es una parte fundamental en el 
desarrollo del álgebra moderna, no sólo por las respuestas que obtuvo sino por la gran 
influencia que ejerció en la comunidad matemática de finales del siglo XVIII y del siglo 
XIX. El germen de una de las grandes teorías algebraicas que transformó profundamente la 
matemática, la física y la química en el siglo XX, a saber, la Teoría de Grupos, se encuentra 
en las Réfléxions. Comentaremos más sobre esto en la siguiente sección. 

Como ya mencionamos arriba, antes de Lagrange nadie había contemplado la posibilidad 
de la no existencia de métodos generales para resolver por radicales las ecuaciones de grado 
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superior al cuarto. Más aún, es posible citar ejemplos de matemáticos que creyeron haber 
resuelto la ecuación de quinto grado. Tal es el caso del gran algebrista de siglo XVII, 
Tschirnhausen (1661-1708), quien desarrolló un método que se basaba en transformar la 
ecuación dada a una más simple, proceso en el cual era necesario resolver una ecuación 
auxiliar. Este método funcionaba muy bien para ecuaciones de segundo, tercero y cuarto 
grado; sin embargo, después se probó que al aplicarlo a la ecuación general de quinto 
grado, la ecuación auxiliar que previamente se debía resolver resultaba ser de sexto grado. 
Así, sería necesario esperar hasta el siglo XIX para que el problema quedara 
completamente resuelto, aunque no en el sentido que la mayoría de los matemáticos hubiera 
deseado. 

El primer intento serio por demostrar que era imposible resolver la ecuación general de 
grado n por medio de radicales, para n > 5, fue hecho por Paolo Ruffini (1765-1822) en un 
trabajo titulado Teoría generale delle equazioni del año 1799. Ruffini, un matemático 
italiano, discípulo y admirador de Lagrange, logra probar, usando el mismo método de éste, 
que para las ecuaciones de grado superior al cuarto era imposible encontrar ecuaciones 
resolventes de grado menor que cinco. Una segunda memoria sobre el mismo tema se le 
publica en las Memorie di Matemática e Fisica della Societá Italiana delle Scienze enl802. 
Posteriormente, en otro trabajo titulado Riflessioni intorno alia soluzione delle equazioni 
algebraiche generali, que data de 1813, Ruffini presenta una versión más elaborada de sus 
trabajos anteriores y estudia con gran detalle las permutaciones de las raíces de una 
ecuación, en base a lo cual demuestra la imposibilidad de resolver algebraicamente las 
ecuaciones de grado superior al cuarto. 

El trabajo de Ruffini fue recibido con bastante escepticismo por parte de varios 
matemáticos de la época, entre los que podemos citar a Malfatti, Carnot y Legendre, 
quienes expresaron sus dudas acerca de la validez de las demostraciones presentadas por 
aquél. De hecho, la prueba dada por Ruffini no era del todo concluyente pues en ella se 
asume que si una ecuación es soluble por medio de radicales, entonces las expresiones 
para las raíces pueden darse de tal forma que los radicales involucrados son funciones 
racionales de las raíces de la ecuación y de las raíces de la unidad [13, p.605]. Este 
resultado no fue probado por Ruffini y por tal motivo sus conclusiones no eran definitivas 
aunque, como el mismo creía, sí eran correctas. 

Fue el joven y talentoso matemático noruego, Niels Henrik Abel (1802-1829), quien tuvo 
éxito en demostrar que era imposible resolver por radicales las ecuaciones de grado 
superior al cuarto. El gran talento matemático de Abel se manifestó desde muy temprana 
edad por lo que a los dieciséis años su maestro de matemáticas lo animó a leer las obras de 
los grandes matemáticos como Euler, Lagrange y Gauss. 

Todavía adolescente, Abel creyó haber encontrado un método para resolver la ecuación 
general de quinto grado pero pronto se percató de su error por lo que continuó sus 
investigaciones sobre ese problema; finalmente, en 1824, logró probar la imposibilidad de 
resolver por radicales la ecuación general de grado mayor que cuatro. Sus resultados los 
publicó en un panfleto titulado Mémoire sus les équations algébriques, siendo él mismo 
quien corrió con los gastos de la publicación a pesar de su precaria situación económica. 
Posteriormente, en 1826, una versión más elaborada de su prueba se publicó en el Journal 
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für die reine und angewandte Mathematik 9 , de Crelle, con el título Démonstration de 
l ’imposs ib ilité de la résolution algébrique des équations générales qui passent le quatriéme 
degré. En ambos trabajos, las ideas principales son las mismas sólo que algunas partes son 
mejor explicadas en el segundo y se simplifican otras. 

Abel ya tenía conocimiento sobre el trabajo de Ruffini y había expresado sus dudas sobre la 
validez de la demostración dada por éste con respecto al problema de la no solubilidad de la 
ecuación general de grado n. En palabras del propio Abel: “... su memoria es de tal manera 
complicada que es muy difícil juzgar sobre la justeza de sus razonamientos. Me parece que 
su razonamiento no es del todo satisfactorio ” (citado en [22, p. 84]. Precisamente, uno de 
los mayores logros de Abel fue probar lo que Ruffini había asumido implícitamente: los 
radicales requeridos para resolver una ecuación siempre se pueden escoger de tal manera 
que sean funciones racionales de las raíces de la ecuación y de ciertas raíces de la unidad. 

Para probar este teorema, Abel hace uso de otros resultados obtenidos por Lagrange, 
Ruffini y Cauchy con relación al número de valores que una función de n variables puede 
tomar si éstas son permutadas. No es posible dar los detalles de la prueba de Abel pues el 
espacio nos impone restricciones; sin embargo, haremos unos cuantos comentarios al 
respecto. 

Abel comienza con la ecuación de quinto grado 

y 5 - ay 4 + by 3 - cy 2 +dy-e = 0, (4.6) 

en la cual los coeficientes son “generales” en el sentido de que son sólo letras o variables 
independientes. Además, los signos de esos coeficientes no son relevantes. Si se supone que 
es posible expresar y como una función de los coeficientes por medio de radicales, Abel 
entonces demuestra que es posible escribir y como 

y = p + p i R™+p 2 R™ + ■•■ +p m _ x R^, 

donde m es un número primo y se supone que las cantidades R. p, p,, ... , p m] son 
expresiones de la misma forma que y, las cuales involucran a otros radicales y así 
sucesivamente hasta que se llega a funciones racionales de los coeficientes de la ecuación 
original. 

Después de una larga serie de cálculos complicados, Abel logra probar que esas cantidades 
son funciones racionales de las cinco raíces de la ecuación (4.6) y de hecho, da una 
expresión explícita para R. Habiendo probado el resultado mencionado, Abel procede de 
acuerdo con los métodos desarrollados por Lagrange, Ruffini y Cauchy; a través de estos 
métodos, prueba que el número m sólo puede ser igual a 2 ó 5. Abel analiza ambos casos 
por separado y concluye que es imposible resolver la ecuación general de quinto grado por 
radicales. Al fin quedaba resuelto uno de los problemas que por más de dos y medio siglos 
había resistido los embates de muchos matemáticos destacados. Como consecuencia de este 
resultado, Abel puede demostrar que es imposible resolver por radicales la ecuación general 
de grado n, para n > 5. 


Revista de matemáticas puras y aplicadas. 
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En 1829, dos meses antes de su muerte ocurrida en el mes de abril de ese año y en una 
situación de pobreza extrema, Abel publicó otro trabajo en el Journal de Crelle con el título 
Mémoire sur une classe particuliére d’équations resoluble algébriquement en la cual trata 
el problema de la división de la lemniscata, la curva con forma de 8; recuérdese que la 
división del círculo nos lleva a una familia de ecuaciones que son llamadas ciclotómicas. 
En el caso de dividir la lemniscata en arcos de igual longitud se obtiene una familia de 
ecuaciones algebraicas de las cuales Abel prueba que son solubles por radicales; a estas 
ecuaciones hoy se les llama abelianas. Otras nociones algebraicas importantes que Abel 
introduce en su estudio de la resolución de ecuaciones son la de campo y la de polinomio 
irreducible , las cuales vendrían a ser también centrales en el trabajo de Galois, del cual nos 
ocuparemos más adelante. 

El trabajo de Abel es muy importante en la historia del desarrollo del álgebra; sin embargo, 
no daba respuesta a la pregunta de cuándo una ecuación arbitraria era soluble por radicales. 
Sabemos que es imposible dar métodos generales que nos permitan resolver cualquier tipo 
de ecuación de grado superior al cuarto (Teorema de Abel), como los que hemos descrito 
para las ecuaciones de grados 2, 3 y 4. No obstante, hay familias particulares de ecuaciones 
de grado mayor al cuarto, que sí son solubles por radicales. Este hecho ya había sido 
demostrado por Karl Frederick Gauss al menos desde 1801, año en que se publica su 
famoso libro Disquisitiones Aritmethicae, el cual vino a ser una fuente de inspiración para 
muchos matemáticos y fue fundamental para el desarrollo posterior de la teoría de números 
y del álgebra. 


En la última sección de este trabajo, Gauss analiza y resuelve el problema de la ecuación 
ciclotómica (4.2), probando además que es soluble por radicales. Esto es, cualquier 
ecuación del tipo x p -1 = 0 (p un primo) puede ser resuelta por radicales pues sus raíces se 
pueden expresar como funciones racionales de las raíces de una sucesión de ecuaciones 

Z, =0, Z 2 =0, ..., 

cuyos coeficientes son funciones racionales de las ecuaciones precedentes de la sucesión. 
Los grados de estas ecuaciones son los factores primos dep-1, a los que corresponde unaZ, 


aun si se repiten factores. Además, cada ecuación Z, = 0 puede resolverse por radicales por 
lo que la ecuación ciclotómica original se resuelve algebraicamente. De esta manera, se 
tiene una familia muy amplia de ecuaciones cuyas soluciones se pueden obtener por medio 
de radicales. Por ejemplo, si x 5 -1 = 0, entonces de la expresión 

x 5 — 1 = (x — l)(x 4 + x 3 + x 2 + x +1) 


se sigue que si a es una raíz quinta primitiva de la unidad, entonces 

a 5 -1 


a 4 + a 2 -va 2 +a + l = — -' = 0. 

a -1 


Ya sabemos cómo resolver esta ecuación bicuadrática. Sin embargo, si dividimos por a 2 
obtenemos 


2 , 1 1 n 

GC + CC + 1 + — + — 0 . 

a a~ 

Pero (a + a 1 ) 2 - a 2 + 2 + cf 2 , en consecuencia, la ecuación (4.7) se escribe como 

(a + cri 1 ) 2 + (a + a~ l ) -1 = 0, 


(4.7) 
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por lo que haciendo y = a + a se obtiene la ecuación cuadrática 

y 2 +/-1 = 0, 

cuyas soluciones son 

y = ¡(- 1±J5). 

De y = a + a~ x se tiene 

ay = a 2 +1, 

por lo que se obtiene una ecuación cuadrática para a : 

a 2 - ay+ 1 = 0. 

Las raíces de esta ecuación son 

a = \{y ± ,jy 2 - 4), 

por lo que las raíces quintas primitivas de la unidad son 


a = 


j 5 -1 ± J-2J5 -10 - 5 -1 ± -J2-J5 -10 


El poder resolver por radicales la ecuación ciclotómica es también muy importante desde el 
punto de visa geométrico pues Gauss prueba que los polígonos regulares que pueden 
construirse usando sólo regla y compás son aquellos que tienen p lados, donde p debe ser 
un primo tal que p -1 sea una potencia de 2. En otras palabras, p debe ser un primo de 
Fermat para poder construir un polígono regular de p lados; tal es el caso de los primos 3, 5, 
17, 257 y 65537. Gauss mismo ya había probado, a la edad de 18 años, que era posible 
construir un polígono regular de 17 lados. 


Es a Evariste Galois (1811-1832) a quien le corresponde el mérito de dar una respuesta 
definitiva al problema de la solubilidad de ecuaciones algebraicas por medio radicales y de 
paso, con su respuesta al problema, crearía una de las más bellas teorías algebraicas a saber, 
la hoy llamada Teoría de Galois, la cual ha sido una de las más grandes creaciones en la 
historia de las matemáticas, tanto por sus aportaciones a éstas como por los desarrollos 
posteriores de la teoría que han dado lugar a una rica área de investigación de las 
matemáticas contemporáneas. 


El caso de Galois es uno muy peculiar dentro de las matemáticas pues en él se conjugaron 
el genio matemático y la pasión política, siendo ésta la que lo llevaría a una muerte absurda 
cuando apenas tenía 20 años de edad, consecuencia fatal de un balazo recibido en un duelo 
con pistolas cuyas causas han permanecido envueltas en el misterio. Su vida llena de 
dramatismo contrasta con la vida más o menos apacible de los grandes matemáticos para 
quienes "... el drama de sus vidas está en sus matemáticas y no puede ser apreciado por 
los no especialistas” [6, p. 1]. Ferviente defensor de la causa republicana en la convulsa 
Francia de la primera mitad del siglo XIX y con un odio feroz hacia todo lo que oliera a 
monarquía, fue perseguido por sus actividades políticas y estuvo en prisión a causa de ellas. 
Su talento matemático empezó a mostrarse cuando aun estaba en la escuela secundaria pues 
en esa época empezó a hacer importantes descubrimientos. En abril de 1829 publica por 
primera vez un artículo titulado Demonstration d'un théoréme sur les fractions continúes 
périodiques, en los Annales Mathématiques de Gergonne. En ese período de la vida de 
Galois, su interés por las matemáticas lo habían llevado a leer a los grandes matemáticos 
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como Legendre y Lagrange, y posteriormente a Gauss y Abel. Sin embargo, su talento no 
fue apreciado por los examinadores de la más prestigiada escuela francesa de ciencias de la 
época, la École Politechnique, ya que en las dos ocasiones que presentó el examen de 
admisión fue rechazado, lo cual provocó en el joven matemático un sentimiento de 
frustración y de amargura que estaría presente por el resto de su vida pues consideraba que 
se había cometido una gran injusticia. Así, tuvo que conformarse con ingresar a la École 
Nórmale , a prepararse para la enseñanza. 

El 25 de mayo y el 1 de junio de 1829 Galois presentó a la Academia de Ciencias de París 
los primeros resultados de sus investigaciones sobre la solubilidad de ecuaciones de grado 
primo con la intermediación de Cauchy, quien fue designado para revisar estos trabajos. 
Existen evidencias que permiten suponer que Cauchy sí leyó estos reportes pues los 
presentaría a la Academia en su sesión del 18 de enero de 1830; sin embargo, ese día 
Cauchy se excusó de no poder asistir a la reunión y pidió que programaran su presentación 
del trabajo de Galois para la sesión de la semana siguiente. Pero en esta sesión, Cauchy 
reportó un trabajo suyo y no hizo mención de Galois. De acuerdo con [17], cabe la hipótesis 
de que Cauchy haya animado a Galois a unificar y extender sus investigaciones y presentar 
una memoria para el Grand Prix de Matemáticas cuya convocatoria se cerraba el primero de 
marzo [17, 24]. Así, en febrero de 1830, Galois presentó una memoria en la cual se 
analizaban las condiciones para que una ecuación fuera soluble por radicales, con el fin de 
participar en el concurso. Dicha memoria fue asignada a Fourier en su calidad de secretario 
perpetuo de física y matemáticas en la Academia, para su revisión. 

Después de esperar varios meses en los que no tuvo noticia alguna sobre la evaluación de 
esta memoria, Galois envió una carta a la Academia quejándose por el negligente trato 
hacia su trabajo; la respuesta que obtuvo fue: "El asunto es muy simple. La memoria se 
perdió con la muerte de Cauchy, a quien se le había confiado la tarea de examinarla" [20, 
p. 90]. No se sabe lo que ocurrió con esa memoria; Fourier murió el 16 de mayo de ese año 
y jamás pudo ser encontrada entre sus papeles por lo que no participó en el concurso. 

A pesar de su gran frustración, Galois publicó varios trabajos en el período de abril a junio 
de 1830 en el prestigioso Bulletin de Sciences mathematiques, physiques et chimiques 
dirigido por el Barón de Férussac; estos trabajos fueron: un resumen de la memoria enviada 
al Grand Prix, Analyse d'une mémoire sur la résolution algébrique des équations, en la que 
se enunciaban sin demostración los teoremas principales que aquélla contenía; un artículo 
titulado Notes sur la résolution des équations numériques ; también un artículo muy 
importante de título Sur la théorie des nombres. 

Por invitación de Poisson, Galois volvió a reescribir la memoria que le habían extraviado, 
presentándola de nuevo a la Academia el 17 de enero de 1831, con el título Mémoire sur les 
Conditions de Résolubilité des Equations par Radicaux. Esta vez, los revisores designados 
fueron Lacroix y Poisson. Finalmente, en julio, no sin algunos contratiempos, vino la 
respuesta de la academia [17]: 


Estimado Sr. Galois: 

Su artículo fue enviado al Sr. Poisson para su revisión. El lo ha regresado con su reporte, que 
ahora citamos: 
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"Hemos hecho todo esfuerzo para entender las demostraciones del Sr. Galois. Su argumento no 
es lo suficientemente claro ni lo suficientemente desarrollado de tal manera que nos permita juzgar 
su rigor; ni siquiera es posible para nosotros darnos una idea sobre este artículo. 

El autor afirma que las proposiciones contenidas en el manuscrito son parte de una teoría general 
la cual tiene muchas aplicaciones. Con frecuencia, diferentes partes de una teoría se aclaran unas a 
otras y se pueden entender más fácilmente cuando son tomadas juntas en vez de aisladas. Por lo 
tanto, deberíamos mejor esperar para formarnos una opinión más definida, hasta que el autor 
publique una versión más completa de su trabajo" 

Por esta razón, le estamos regresando el manuscrito esperando que encuentre útiles las 
observaciones del Sr. Poisson para su trabajo futuro. 

Eran cois Arago, Secretario de la Academia. 

Esta memoria que fue recuperada por Galois, la cual releyó durante la noche anterior al 
duelo haciéndole algunas correcciones y anotaciones, ha sido uno de los más grandes 
testamentos científicos en la historia de las matemáticas. Todas las proposiciones y 
teoremas que Galois enunciaba eran correctos. Algunas demostraciones requerían de ciertos 
retoques pues estaban sólo esbozadas, muy al estilo de Galois; sin embargo, resultan 
impresionantes, aun hoy, la claridad y la profundidad de las ideas de su autor, así como la 
seguridad de éste sobre la importancia de sus resultados. 

Comentaremos a grandes rasgos algunos aspectos de esta memoria. Galois comienza 
introduciendo algunas ideas ya que si se pretende analizar una ecuación polinomial 
/(x) = 0, entonces uno debe suponer que sus coeficientes son cantidades conocidas y 
pueden ser números racionales, irracionales o simplemente letras. Cualquier función de 
estos coeficientes es llamada una función racional. Además, es necesario adjuntar algunas 
otras cantidades a las ya conocidas, tales como raíces n-ésimas de la unidad y Galois 
establece que "llamaremos racional a toda cantidad que se exprese como función racional 
de los coeficientes de la ecuación y de un cierto números de cantidades adjuntadas a la 
ecuación y arbitrariamente convenidas" [23, p. 35]. Galois, al igual que Abel, tenía muy 
claro el concepto de lo que hoy llamamos campo, que es donde viven los coeficientes de la 
ecuación. Al adjuntar otras cantidades, uno va construyendo extensiones del campo base y 
estas extensiones también son campos. Otra noción importante es la de irreducibilidad de 
polinomios que Galois define de una manera apropiada: si un polinomio se puede factorizar 
en el campo base, se llama reducible; en caso contrario, se llama irreducible. Por ejemplo, 
si el campo base es el conjunto de todas las fracciones (números racionales), entonces el 
polinomio x 3 - x 2 - 4x - 6 es reducible pues x 3 - x 2 - 4x - 6 = (x 2 + 2x + 2)(x - 3), 

mientras que el polinomio x 3 +3x 2 +3x —5 es irreducible en este campo. Una ecuación 
que es irreducible en el campo original, dice Galois, puede volverse reducible al adjuntarle 
al campo una cantidad. Un ejemplo sencillo donde se puede apreciar esto es el siguiente: 
Consideremos la ecuación x 2 +1 = 0. El polinomio p{x ) = x 2 +1 es irreducible enQ , el 
campo de los números racionales; sin embargo, si adjuntamos la unidad imaginaria i a este 
campo, entonces obtenemos el campo Q (i) en el cual ese polinomio es reducible pues se 

puede factorizar como p(x) = x 2 +l = (x-i)(x + i). De esta manera, las raíces de la 
ecuación son i y -i , que viven enQ (i) , una extensión del campo base. 

Otro concepto fundamental en el trabajo de Galois es el de grupo (de permutaciones); a él 
le corresponde el mérito de ser el primero en usar el término "grupo" en un sentido técnico, 
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como una colección de permutaciones cerradas bajo la composición: "si uno tiene en el 
mismo grupo las sustituciones S y T uno deberá tener la sustitución ST" [23, p.36]. Estas 
sustituciones no son más que permutaciones de las raíces de una ecuación. Por ejemplo, 
supongamos que a, b, c son las raíces de una ecuación cúbica, y que las permutaciones S y 
T son 


a—>b 
S: b—>c 
c-+a 


b 


T: 



Entonces, el "producto de S y T' es la permutación ST que para Galois es el resultado de 
aplicar primero S y luego T: 


ci—*a 
ST: b—>c 
c—>b 


Estos conceptos son la base de una teoría general de la cual Galois tenía una idea muy 
clara, lo cual podemos constatar en sus escritos. Así, en la introducción de la memoria que 
nos ocupa, escribe: "... me debo conformar con describir, de una manera sintetizada, los 
principios genemles y una sola aplicación de mi teoría" [23, p.33]. La aplicación de la que 
habla es precisamente la solubilidad de ecuaciones por radicales pues mediante esta teoría 
las principales propiedades de una ecuación se reflejan en ciertas propiedades de un grupo 
asociado a la ecuación, que hoy llamamos el grupo de Galois de la ecuación. La 
existencia de este grupo y de sus propiedades son probadas por Galois en su memoria [23, 
p. 38]: 

Sea una ecuación dada cuyas m raíces son a, b, c ,... Existirá siempre un grupo de 
permutaciones de las letras a, b, c,... que tiene la siguientes propiedades: 1) que toda función 
de las raíces, invariante bajo las sustituciones del grupo, es racionalmente conocida. 2) 
recíprocamente, que toda función de las raíces, determinada racionalmente, es invariable por 
las sustituciones. 


Enseguida Galois investiga cómo cambia el grupo de la ecuación al ir adjuntando nuevas 
cantidades al campo base; le queda claro que el nuevo grupo será un subgrupo del grupo 
original. Si denotamos por G al grupo original y por H al subgrupo que se obtuvo al 
adjuntar una raíz, entonces es posible descomponer G como 

G =H + Hs +Hs’ + Hs"+ ... 


o bien como 


G = H + tH + t’H + t"H + ..., 

Donde 5, s', s", ... t, t', t", ... son sustituciones (permutaciones) del grupo. Estas 
descomposiciones no siempre coinciden, pero cuando lo hacen, el subgrupo H se dice ser 
un subgrupo normal (Galois llama a la descomposición, en este caso, propia). El número 
de términos que ocurren en la descomposición anterior es lo que ahora se llama el índice 
del subgrupo H en el grupo G y se denota por [G:H]. Con cada adjunción de una cantidad 
al campo base se obtiene un subgrupo del grupo original y Galois puede probar que una 
ecuación polinomial f(x) = 0 es soluble por radicales sí y sólo si es posible encontrar una 
sucesión de subgrupos 
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Gd//. 3 // 2 3 •••//,„ = (e), 

donde cada H k es un subgrupo normal de H k ,, de tal manera que todos los índices 
[H k :H k l ] son números primos. El subgrupo (e) es el subgrupo trivial de un elemento 
formado por la permutación identidad. En la terminología moderna, decimos que el grupo 

G es soluble. 

En el caso de la ecuación general de quinto grado, su grupo es S 5 , el grupo de 

permutaciones de cinco objetos, que tiene 5! = 120 elementos. La única sucesión de 
subgrupos que es posible encontrar es, en notación moderna, 

S 5 3 A 5 3 (e), 

donde A 5 es el único subgrupo normal de S- y tiene 60 = 120/2 elementos. Por lo tanto los 
índices son [S 5 : A 5 ] =120/60 = 2, que es primo. Pero [A s :(e)] = 60/1 = 60, el cual no es 
primo. Por lo tanto falla la condición de solubilidad para S 5 lo cual implica que la 
ecuación general de quinto grado no se puede resolver por radicales. En general, el grupo 
S n no es soluble para n> 5, por lo tanto es imposible resolver por radicales la ecuación 
general de grado n. De hecho, la única sucesión de subgrupos en este caso es 

S n => A, => (e) , 

donde A n es el subgrupo alternante de S n que consiste de todas las permutaciones pares, 
es decir, aquellas permutaciones que son productos de un número par de 2-ciclos; éste es el 
único subgrupo normal de S n para n > 5 . El total de elementos de A n es n !/2 y por eso el 

índice [ A n :(<?)] no puede ser primo, lo cual implica la no solubilidad de S n . 

Como hemos visto, esta memoria de Galois no fue entendida por los matemáticos de la 
Academia de Ciencias a quienes les fue encomendada para su revisión; tuvieron que pasar 
catorce años después de la muerte de Galois para que fuera publicada por Joseph Liouville 
en su Journal de Mathématiques Purés et Apliquées, en 1846. En esta edición, Liouville 
hace algunos comentarios sobre la memoria y nos cuenta del gran regocijo que sintió, 
después de llenar unas cuantas omisiones leves por parte de Galois, al verificar que los 
resultados propuestos por éste eran completamente correctos. 

Otros problemas que es posible resolver por medio de la teoría de Galois son los relativos a 
construcciones con regla y compás. En particular, es fácil probar que los tres problemas 
griegos, a saber, la cuadratura del círculo, la trisección del ángulo y la duplicación del cubo, 
son imposibles de resolver usando sólo regla y compás como se exigía en la versión 
original de los mismos. 

Desafortunadamente, por falta de espacio no es posible comentar sobre otras aportaciones 
de Galois al álgebra, sobre todo las que tienen que ver con la memoria Sur la théorie de 
nombres, en la cual se inicia el estudio de lo que hoy se llaman campos de Galois, los 
cuales son muy importantes en el álgebra contemporánea. 

La vida de Galois es como una novela romántica [6, p. 1] en la que muchos de sus 
episodios permanecen en la completa oscuridad, lo cual ha propiciado una gran cantidad de 
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especulaciones sobre las circunstancias en las que ocurrió su muerte. Hay autores que 
hablan de Galois como un genio incomprendido y rechazado por el establishment 
matemático de la época, cuyas ideas políticas lo llevaron a granjearse muchos enemigos y 
que su muerte ocurrió por batirse en duelo a causa de una disputa provocada por una 
prostituta (E. T. Bell, Men of Mathematics). Otra versión hace de él un genio matemático, 
"elegido de los dioses", en la cual la prostituta es reemplazada por una espía de la 
monarquía, al igual que su ejecutor, y su muerte fue el producto de una conspiración (L. 
Infeld, El elegido de los Dioses). Más aún, en su libro Evariste Galois. 1811-1832, Laura 
Toti Rigatelli, basada en cierta evidencia que no había sido considerada anteriormente, da 
una versión muy distinta a las anteriores; en el capítulo final escribe: "El rechazo de 
Stéphanie [Poterin-DuMotel] devastó a Galois cuyo ferviente espíritu esperaba encontrar 
en su amor por ella lo que la ciencia le había negado. Pasó los últimos días de su 
sentencia 10 esperando impaciente por retornar a su militancia política, la cual era todo lo 
que le quedaba para poder hacer su vida digna de vivirla. Había perdido toda esperanza 
con respecto a Stéphanie. Ella nunca lo amaría, y las matemáticas, su otro gran amor, 
también lo habían traicionado, de cierta manera. Si bien convencido de que sus teorías 
eran exactas, y de que eran válidas para el futuro del álgebra, estaba consciente de que 
mantener la esperanza de que serían entendidas por el establishment académico de París 
era una soberana locura. Su única esperanza ahora era su fe en los ideales republicanos, y 
estaba ansioso por reunirse con la Sociedad de los Amigos del Pueblo 11 ” [20, p. 107]. De 
acuerdo con esta autora, Galois, en su afán de ser útil a su patria se ofreció a ser sacrificado 
con el fin de dar un pretexto a sus compañeros republicanos para que pudieran incitar a la 
gente a levantarse en armas y derrocar al monarca francés, pues se les haría creer que los 
policías del rey habían asesinado al joven matemático. Todo sería planeado 
cuidadosamente; en el funeral se esparciría el rumor de que su muerte se debió a un 
complot de la policía lo cual sería el detonante para la revuelta. El duelo tuvo lugar el 30 de 
mayo en las primeras horas de la mañana y Galois fue herido mortalmente en el estómago. 
Murió el jueves 31, alrededor de las diez de la mañana. Su funeral tuvo lugar el día 2 de 
junio al mediodía y "alrededor de 3000 personas estaban presentes, listas para atacar a la 
policía tan pronto como el féretro hubiese sido depositado en la tumba. La artillería de la 
Guardia Nacional también estaba sobre aviso" [20, p. 113]. Sin embargo, continúa Toti 
Rigatelli, justo en el sepelio se esparció la noticia de la muerte del General Maximilien 
Lamarque, quien había sido un bonapartista muy respetado, y los líderes de la Sociedad de 
los Amigos del Pueblo pensaron que en el funeral de este admirado soldado habría una 
cantidad mayor de gente, en un ambiente emocional más propicio, a la cual se podría incitar 
a la revuelta y por lo tanto esperarían un par de días más para el levantamiento 12 . Así, 
concluye esta autora, el sacrificio de Galois fue sin sentido. 

El lector podrá encontrar una amplia literatura sobre la vida y obra de Galois. Una de las 
fuentes principales es [5] y aunque en esta biografía no se incluyen algunos documentos 
importantes sí es una de las más completas y confiables. Sin embargo, hay algunas otras 
que se apartan mucho de la verdad por lo que debemos tener bastante cuidado con aquellas 
obras que presentan una vida ficticia de Galois; una investigación muy valiosa se encuentra 


10 Había sido sentenciado a seis meses de prisión que se cumplirían el 29 de Abril de 1832. 

11 La Sociedad de los Amigos del Pueblo era una organización republicana de tendencias radicales. 

12 El 4 de junio ocurrió una revuelta en las calles de París. 
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en [17] y nos advierte de los errores cometidos por varios autores al hablar sobre la vida de 
este gran genio matemático, cuya obra vendría a transformar el álgebra como nunca antes. 

Entre los primeros que estudiaron y continuaron los trabajos de Galois fueron el propio 
Liouville, Charles Hermite, Victor Puiseux y Joseph-Alfred Serret. Este último tomó 
algunos cursos con Liouville sobre la Teoría de Galois y publicó en 1854 un libro titulado 
Cours el Algebre Supérieure, cuya tercera edición de 1866 incluye un capítulo dedicado a 
exponer esta teoría. Las dos ediciones anteriores no la incluían debido al anuncio hecho por 
Liouville de publicar las Obras de Galois, lo cual nunca llevó a cabo. Sin embargo, el 
primero en hacer una exposición completa de esta teoría y presentar en forma detallada 
todas las demostraciones fue Enrico Betti, en 1852. Después de éste, Camille Jordán 
publicaría en 1870 un tratado que tuvo mucha influencia en el desarrollo posterior de la 
teoría de grupos y de la teoría de Galois; comentaremos sobre esto en la siguiente sección. 


5. GRUPOS DE PERMUTACIONES Y GRUPOS ABELIANOS. 

Una aportación fundamental de Lagrange en el desarrollo del álgebra es el hecho de que sus 
métodos mostraron la importancia que tiene el estudio de las permutaciones de las raíces de 
una ecuación algebraica con respecto a sus soluciones. Lagrange mismo consideraba que en 
ese estudio residía “/a verdadera filosofía de todo el problema ” [14]. De hecho, de acuerdo 
con [12], "era la primera vez que se hacía una asociación entre las soluciones de una 
ecuación polinomial y las permutaciones de sus raíces". Este punto de vista de Lagrange 
era del todo correcto como se puede apreciar en el trabajo de Galois. 

Por otra parte, desde 1815, Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) empezó a hacer 
importantes aportaciones a la teoría de los grupos de permutaciones; de hecho, a él se debe 
el que esta teoría se haya desarrollado de manera autónoma, pues antes de Cauchy sólo se 
estudiaba a las permutaciones en relación con la teoría de ecuaciones. Un resultado 
importante publicado por Cauchy en ese año tiene que ver con los distintos valores que 
puede tomar una función racional no-simétrica en n variables. Ruffini había probado que en 
el caso de una variable el número de valores distintos no puede ser menor que 5, a menos 
que sea 2. Cauchy lo generaliza para el caso de n variables y su resultado es usado por Abel 
para probar su famoso teorema. 

Otro período muy fructífero para Cauchy en lo que respecta a grupos de permutaciones es 
de 1844 a 1846; en estos años publica varios artículos en los que prueba algunos teoremas 
que son muy importantes en la teoría moderna de grupos. Además de esto, Cauchy 
introduce una notación que es muy usada para denotar una permutación. Por ejemplo, 
consideremos el conjunto X = [1, 2, 3, 4}, entonces una permutación es una función 
biyectiva de X en sí mismo. Al conjunto de todas estas funciones se le denota por S 4 y este 
conjunto junto con la composición de funciones viene a ser un grupo llamado el grupo de 
permutaciones de cuatro objetos, que tiene 4! = 24 elementos. Un elemento típico de este 
grupo es la función (permutación) 

/: 2—>3 
3—>4 
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0234 ^ 


Cauchy denota esta permutación como / = 


v 2341 y 


y también, en notación cíclica, como/ 


= (1234); esta simbología ha perdurado hasta nuestros días. De entre los resultados más 
importantes demostrados por Cauchy citamos los siguientes: 

1) Toda permutación es un producto de 3-ciclos (es decir, permutaciones de la forma (abe) 
en la que a es llevado a b, b es llevado a c y c es llevado a a, formando así un ciclo.) 

2) Si un número primo p es divisor del número de elementos de un grupo, entonces el 
grupo contiene un subgrupo con p elementos. 


Un trabajo que vendría a unificar las ideas de Galois (grupos ligados a ecuaciones) y de 
Cauchy (grupos de permutaciones per se) fue el de Camille Jordán (1838-1922). Su famoso 
libro Traité des substitutions et des équations algébriques, que fue publicado en 1870, tuvo 
mucha influencia en el desarrollo de la teoría de grupos pues no sólo aplicó el concepto de 
grupo a la teoría de ecuaciones sino también a la geometría algebraica, a las funciones 
trascendentes y a la mecánica teórica. De hecho, como lo expresa Klein (citado en [12]): 
"En este libro Jordán deambula por toda la geometría algebraica, la teoría de números y 
la teoría de funciones, buscando grupos de permutaciones interesantes". Otra opinión con 
respecto a este tratado de Jordán, que vale la pena mencionar, es la de van der Waerden: "El 
trabajo monumental de Jordán de 667 páginas... es una obra maestra de arquitectura 
matemática. La belleza del edificio erigido por Jordán es admirable" [22]. 

En su tratado, Jordán introduce varias nociones fundamentales en la teoría de grupos tales 
como el concepto de homomorfismo, el de isomorfismo y el de grupo soluble. También 
define el concepto de serie de composición para un grupo (de permutaciones) y prueba 
parcialmente el famoso teorema de Jordan-Holder el cual establece que cualesquiera dos 
series de composición para un grupo son equivalentes por lo que todo grupo que tenga una 
serie de composición determina una lista única de grupos simples, esto es, grupos de 
permutaciones que no tienen subgrupos normales no triviales. En este contexto, Jordán 
prueba que los grupos A n son simples para n > 5 . 

Más adelante, en la sección 7, comentaremos sobre otras aportaciones de Jordán y la 
influencia de su tratado. Por ahora es conveniente revisar otro aspecto de la teoría de 
grupos, aquella que tiene que ver con la Teoría de los Grupos Abelianos. 

Se puede decir que Gauss, en sus Disquisitiones , es quien comienza el estudio de los grupos 
abelianos finitos y obtiene muchos resultados sin usar la terminología de la teoría de 
grupos. Los objetos con los que trata Gauss y que ahora damos como ejemplos importantes 
de grupos son: el grupo aditivo de los enteros módulo n; el grupo multiplicativo de enteros 
que son primos relativos con n, módulo n; el grupo de clases de equivalencia de formas 
cuadráticas binarias, y el grupo de las raíces n-ésimas de la unidad. Por ejemplo, el grupo 
aditivo de los enteros módulo n es el conjunto de clases residuales módulo n, es decir, las 
clases de equivalencia de la relación de congruencia módulo n: dos enteros a y b son 
congruentes módulo n si existe un entero q tal que b-a=qn, lo cual se denota por 
b = a modn, concepto introducido por Gauss. Esta es una relación de equivalencia en el 
conjunto de los enteros Z y parte a los enteros en clases de equivalencia que denotamos 
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por Z n ={ 0, 11 ¡ y la suma módulo n es una operación definida entre los elementos 
de Z n . En particular, cuando p es un número primo, Gauss prueba que el conjunto 
Z p ={ 1— 1} es un grupo multiplicativo cíclico, esto es, todos sus elementos se 

generan como potencias de uno sólo de ellos. Más aun, usando argumentos propios de la 
teoría de grupos, Gauss prueba el pequeño teorema de Fermat: Si p no divide al entero a, 
entonces a p ~ l =\moáp. 

En todos los casos que se mencionaron arriba, la operación definida entre los elementos del 
grupo es conmutativa y son lo que llamamos grupos abelianos. Muchos de estos grupos 
provienen de la Teoría de Números y aunque el concepto de grupo está implícito en estos 
desarrollos, no se usó el término “grupo” en este contexto sino hasta el último tercio del 
siglo XIX. Algunos matemáticos que contribuyeron de manera significativa en esta área 
fueron, entre otros, G. L. Dirichlet, E. Kummer, L. Kronecker, G. Frobenius y L. 
Stickelberger. 


6. NÚMEROS COMPLEJOS Y NUEVAS ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS 

A lo largo de las tres partes que conforman este trabajo hemos señalado ciertos eventos que 
han sido determinantes en el desarrollo del álgebra y en esta sección tendremos oportunidad 
de apuntar uno más de tales sucesos. Se trata del descubrimiento de las leyes que gobiernan 
el gran universo de los números complejos. 

Ya hemos visto que los números complejos habían sido objeto de consideración desde los 
tiempos de Cardano, de quien podemos decir que fue el primero en multiplicar dos números 
complejos. Posteriormente Bombelli trató de aclarar los puntos obscuros de aquél y va un 
poco más allá que Cardano en su entendimiento de estos números (ver Parte II). 

Algunos matemáticos que trabajaron con números complejos como raíces de polinomios, 
aunque sin estar plenamente conscientes de su verdadero significado, fueron Girard, 
Descartes, Harriot, Leibniz, Wallis, Newton y Maclaurin entre otros. Sin embargo, en 1702, 
Jean Bemoulli muestra que existe una relación entre tan -1 x y el logaritmo de un número 
complejo, con lo cual contribuyó a traer a la escena del análisis a estos números. Otro 
importante paso se da hacia 1710 cuando el matemático británico Roger Cotes (1682-1716) 
prueba que 

log(cos é? + i sin 9) = i0 , 
y de esta relación se sigue la fórmula 

e' 9 = cosé?+ z sin é? , 

la cual es llamada fórmula de Euler. También en 1730 De Moivre sugiere la fórmula que 
lleva su nombre: 

(cosé? + i sin é?)" = eos n9 + i sin n9. 

Euler, por otra parte, contribuyó de manera significativa en darles un estatus a los números 
complejos, a pesar de que en su influyente libro Introducción al Álgebra podemos leer: 
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Debido a que todos los números concebibles son o bien mayores que cero o bien menores que 
cero o igual a cero, entonces, es claro que la raíz cuadrada de números negativos no puede ser 
incluida entre los posibles números [números reales]. Consecuentemente, debemos decir que 
estos son números imposibles. Y esta circunstancia nos lleva al concepto de que tales 
números, los que por su naturaleza son imposibles, son ordinariamente llamados imaginarios, 
pues existen sólo en la imaginación. 

Pero esta posición no debe sorprendernos pues a pesar del crecimiento tan impresionante 
que tuvieron las matemáticas en los siglos XVII y XVIII, es posible encontrar posiciones de 
matemáticos reconocidos de la época, en contra del uso de los números complejos; incluso 
los hay que no tienen empacho en afirmar que los números negativos o los complejos no 
eran verdaderos números y así De Morgan consideraba absurdo manejar números menores 
que cero. A pesar de ello, los números complejos son aceptados pues los matemáticos se 
dan cuenta del mundo de posibilidades que estos ofrecen. 


Euler introduce la notación i = -1 y prueba que la fórmula de De Moivre se cumple para 
todos los valores de n\ además, demuestra que 


sin 0 = 


e w -e~ w 


2 i 


eos 6 = 


e w +e~ w 


Un paso que también fue muy importante en la comprensión de los números complejos se 
dio con la representación gráfica de éstos. Si bien es posible encontrar ciertas ideas en esa 
dirección en los trabajos de algunos matemáticos del siglo XVIII, como Wallis y Kühn, es 
en 1797 que Caspar Wessel explica claramente la manera de representar los números 
complejos como puntos del plano. Sin embargo, el trabajo de Wessel, publicado en 1798, 
pasó desapercibido por lo que se considera a Gauss como el que dio un completo sentido a 
esa representación gráfica al identificar un número complejo a + bi con el punto ( a,b ) del 
plano. Ya hemos visto que Gauss usó esta representación para dar una prueba del teorema 
fundamental del álgebra. De hecho, a él le debemos el término “número complejo”. 
Además, esa idea la expresa claramente en una carta dirigida a Bassel en 1811 (citado en 
[3, p. 221]): 

Del mismo modo que puede representarse todo el dominio de las cantidades reales por medio 
de una línea recta indefinida, puede uno figurarse el dominio completo de todas las 
cantidades, las reales y las imaginarias, por medio de un plano indefinido, en el que cada 
punto, determinado por su abscisa a y su ordenada b , representa a la vez la cantidad a+ib. El 
paso continuo de un valor de x a otro se efectúa por consiguiente siguiendo una línea, y puede 
efectuarse, por tanto, de infinitas maneras ... 

A Gauss le corresponde el mérito de haber sido el primero en aplicar esta idea a la teoría de 
los números complejos y pudo formarse una imagen muy clara de los logros que el siglo 
XIX deparaba para el análisis complejo y la teoría de funciones. 


Por otra parte, la estructura algebraica de los números complejos estaba claramente definida 
pues la suma y el producto de complejos se entendían desde mucho antes de la 
representación gaussiana. Sabemos que si z = a + bi y w = c +cli son dos números 
complejos entonces sus suma es 

z + w = (a+c) + (b + d)i 

y su producto viene dado por 
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zw = (ac - bd ) + (ad + bc)i. 

Estas operaciones son asociativas y conmutativas; además, z (v+w) = zv + zw, la llamada 
propiedad distributiva del producto respecto a la suma. 


Por otra parte, si vemos cada número complejo como un pareja ordenada de números 
reales, esto es como un elemento del plano R 2 ¿cuáles deben ser las operaciones en R 2 
que correspondan a la suma y al producto de complejos? La respuesta a esta pregunta la dio 
William Rowan Hamilton (1805-1865) en el año de 1833, al definir una suma y un 
producto de parejas ordenadas de reales de la siguiente manera: 


Suma: 

R 2 x R 2 s R 2 

[ ( a,b ), (c,d) ] i—> ( a,b ) + (b,c) 

donde 

(a,b) + (b,c) = (a +b, c + d) 


Producto: 

R 2 xR 2 —»R 2 

[ ( a,b ), (c,d) ] (-> ( a,b ) • (c,d) 

(. a,b ) -(c,d) = ( ac-bd , ad +bc ). 


Esto vino a darle una estructura algebraica al plano R 2 la cual se corresponde con la del 
conjunto C de los números complejos. 

Esto fue un triunfo del álgebra pues se empezaron a vislumbrar otro tipo de estructuras 
(vectores) que no eran números en el sentido usual del término, pero estos nuevos objetos 
obedecían ciertas reglas de operación, de manera similar a las reglas de operación 
acostumbradas que se conocían para los números. 

Después del éxito con los complejos, Hamilton se avocó a darle estructura a las tripletas de 
números reales; quería encontrar operaciones (suma y multiplicación) para objetos de la 
forma (a, b, c ), donde a,b,c son números reales, que extendieran la suma y el producto de 

R 2 (C ), de la misma manera que la suma y el producto de complejos extienden la suma y 
el producto de números reales. Para la suma no había ningún problema pues sólo había que 
sumar componente a componente; la operación elusiva era el producto. 

Después de mucho tiempo (alrededor de diez años), Hamilton se dio cuenta de que el 
problema de resolvía sólo con cuartetas de números reales de la forma 

q = a + bi + cj + dk, 

donde a,b,c,d son números reales y las "unidades imaginarias" i, j, k satisfacen las 
relaciones i 2 = f = k 2 = -1 , ij = k, jk = i, ki = j, ji = - k, kj = - i, ik = -j. Este sistema, al 
cual Hamilton llamó de los cuaternios, hizo su aparición el 16 de octubre de 1843 "en un 
momento de inspiración divina" que el propio Hamilton describe así: "Entonces sentí 
cerrarse el circuito galvánico del pensamiento; y las chispas que cayeron desde él fueron 
las relaciones fundamentales entre i, j, k, exactamente como las he usado desde entonces" 
[25, p. 137]. Ese momento tuvo lugar en una caminata a lo largo del canal real, cuando 
Hamilton se dirigía a una reunión de la Real Academia Irlandesa, en Dublín. El mismo 
Hamilton cuenta que sacó su navaja de bolsillo y grabó en un puente que estaba en el lugar 
esas relaciones fundamentales. 
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El sistema de los cuatemios tiene una estructura algebraica pues es posible sumar y 
multiplicar estos "números"; además, estas operaciones extienden la suma y producto de 
complejos. Sin embargo, la multiplicación de cuatemios no es conmutativa. (No es difícil 
probar que es imposible definir un producto en R 3 que satisfaga propiedades análogas al 
producto de los complejos y que además extienda el producto de C .) 

La suma y el producto de cuatemios se definen como sigue: 

Si q = a + bi ' + cj + dk y q' = a' + b'i + c'j + cl'k, son dos cuatemios, entonces 
q + q' = (a + a') + (b + b')i + (c + c r ) j + (d +d')k 
qq' = (aa' — bb' — cc' —dd') + (ab' + ba' + cd' - dc')i + 

+ (ac' + ca' + db' - bd') j + (ad' + da' + be' — cb')k 

De la definición del producto y de las relaciones para las unidades i, j, k, es fácil ver que 

qq' =£ q'q. 

Notemos que cada cuaternio q = a + bi + cj + dk lo podemos identificar con una cuarteta 
ordenada de números reales ( a , b, c, d) , por lo que obtenemos una estructura algebraica 
para R 4 . De nuevo, esto fue todo un suceso pues pronto se vio a muchos matemáticos 
buscando estructuras algebraicas para el espacio R" , lo cual también motivó el estudio de 
los sistemas hipercomplejos y, en general, de las álgebras. Otra estructura algebraica se da 
para R 8 , lo que se llama el sistema de los octonios o números de Cayley; sin embargo, en 
este caso la multiplicación de octonios, aparte de no ser conmutativa tampoco es asociativa, 
lo que nos habla de una estructura algebraica muy pobre. 

Cuando Hamilton descubrió los cuatemios, ya gozaba de merecida fama pues había hecho 
varias contribuciones fundamentales a la física y a la matemática. A partir de su 
descubrimiento, se dedicó el resto de su vida a promover el cálculo cuaterniónico y escribió 
dos textos con ese fin: Lectures on Quaternions, en 1853, y Elements of Quaternions, en 
1866. En ambos detallaba el álgebra de los cuatemios y la manera en que éstos podían ser 
usados en la geometría. 

Al mismo tiempo que Hamilton hacía su descubrimiento de los cuatemios, en Alemania 
Hermann Grassmann (1809-1877) sentaba las bases para su cálculo de la extensión y sus 
investigaciones fueron publicadas en 1844 en un libro titulado Ausdehnnungslehre, que 
literalmente significa Teoría de la Extensión. En este tratado se proponía un nuevo cálculo, 
el cálculo vectorial, y esta nueva teoría de la extensión no es otra cosa que álgebra lineal. 
Este trabajo de Grassmann no fue apreciado por los matemáticos de su época, en parte por 
su difícil lectura pues incorporaba muchas ideas filosóficas al mismo. En 1862, Grassmann 
reescribió su trabajo pero, de nuevo, sus ideas no fueron apreciadas, a pesar de que "El 
álgebra geométrica con la que había soñado Leibniz, y en la cucd el concepto de número 
recd es ampliamente asimilado, fue creada por Hermann Grassmann a mediados de siglo 
XIX" [I], 

Grassmann tenía una idea muy clara de los alcances de su trabajo y citamos sus palabras [9, 
p. 12]: "... Comenzando pues, a repasarlos resultados obtenidos hasta entonces, en forma 


70 



ATIENTES DE EÍISTOEJA DE LAS MATEMÁTICAS VOL. 2, NO. 2, MAYO 2003 

conexa y empezando desde el principio, sin basarme en ningún teorema demostrado en 
alguna rama de las matemáticas, resultó que el análisis que había encontrado no 
correspondía únicamente como me pareció cd principio, al campo de la geometría, sino 
que había llegado a una ciencia nueva, de la que la geometría era sólo una aplicación 
particular". Más adelante continúa: "... debiendo existir una rama de las matemáticas que 
desarrolle en forma puramente abstracta leyes análogas a las que aparecen en la 
geometría ligadas cd espacio. Mediante el nuevo análisis se hizo posible construir una tal 
rama puramente abstracta de las matemáticas" [9, p. 12]. Ese nuevo análisis, como lo llama 
Grassmann, es lo que ahora llamamos álgebra lineal. El por qué esta nueva teoría 
matemática pasó casi desapercibida para los matemáticos de la época es algo difícil de 
precisar, quizá las ideas de Grassmann, al igual que las de Galois, hayan sido muy 
abstractas para la época en que aparecieron. 

Por otra parte, nociones fundamentales del álgebra lineal tales como la de espacio vectorial, 
subespacio, dimensión, independencia lineal, combinación lineal, proyecciones de vectores 
sobre subespacios, producto exterior, producto interior, transformaciones lineales, valores y 
vectores propios, etcétera, están presentes en esa teoría de la extensión. Algunos de esos 
conceptos sólo son mencionados implícitamente pero es clara la percepción que Grassmann 
tenía de ellos. Más aún, da la representación matricial para una transformación lineal y 
define su determinante; también muestra que los vectores propios que corresponden a 
valores propios distintos son independientes y prueba el teorema espectral para una 
transformación lineal simétrica real, a saber, que ésta siempre tiene valores propios que son 
reales. Podemos seguir citando muchos otros resultados importantes que aparecen en el 
libro de Grasmann pero el espacio nos impone restricciones; baste decir que con los 
trabajos de Hamilton y de Grassmann se inaugura una época muy fructífera de las 
matemáticas en la cual se comienzan a estudiar otras estructuras, diferentes a las numéricas, 
en las que es posible calcular con objetos que no son números y, lo más importante, estos 
cálculos tienen pleno significado. 

Debemos señalar que Grassmann no fue el primero en introducir nociones propias del 
álgebra lineal. De hecho, como se mencionó en la Parte I, los egipcios, en el ocaso de su 
civilización, ya resolvían sistemas de ecuaciones; también se mencionó en la sección 2 que 
Leibniz ya había introducido la idea del determinante asociado a un sistema de ecuaciones; 
además, en 1750 Gabriel Cramer (1704-1752) presenta una fórmula para resolver sistemas 
de ecuaciones lineales que se basa en el determinante del sistema, la cual ahora conocemos 
como fórmula de Cramer. 

Por otro lado, uno de los primeros usos de la matrices se da en el trabajo de Lagrange sobre 
formas bilineales, aunque no de manera explícita. Gauss también contribuyó al área con su 
método de eliminación gaussiana, mucho antes de que apareciera el libro de Grassmann. De 
hecho, unos diez años después de la publicación de la Teoría de la extensión ya se tenía una 
álgebra de matrices desarrollada por Cayley y J. J. Sylvester (1814-1897), y 
posteriormente B. Peirce (1809-1880) hizo también contribuciones importantes. 

El término "matriz" fue introducido por Sylvester en 1848 en su intento de elaborar un 
lenguaje algebraico más adecuado para el estudio de los determinantes. Sin embargo, el 
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álgebra de matrices se desarrolló a partir de un trabajo de Cayley sobre transformaciones 
lineales. Dadas dos transformaciones del plano en sí mismo 

S: x’ = ax + by T: x" = a'x 1 + b'y' 

y'=cx + dy y"= c'x' + d'y' 


su composición TS es de nuevo una transformación lineal que se obtiene de aplicar S y 
luego T: 

TS: x" = (a'a+b'c)x + (a'b+b'd)y 
y" = (c'a+d'c)x + (c'b+d'd)y 

Notemos que los coeficientes de esta transformación se obtienen a través del producto de 
las matrices formadas por los coeficientes de las transformaciones originales: 


f a 

c' 

/ a 

c ,N 


' aa' + cb' 

ac' + cd’' 


d y 


d\ 


K ba' + db' 

be' + cid' y 


El álgebra de matrices permaneció sin ser estudiada profundamente durante casi todo el 
siglo XIX. A pesar de que W. Gibbs llevó el análisis vectorial y la teoría de matrices a 
estadios más avanzados, había una tendencia más marcada a favorecer el análisis vectorial 
que el álgebra de matrices, que permanecían asociadas a transformaciones lineales. Con el 
trabajo de Grassmann y con la definición de espacio vectorial dada por G. Peano en 1888, 
se vio que el análisis vectorial era parte de la teoría de Grassmann. Pronto se produjo un 
marcado interés en los vectores y en esa teoría; espacios vectoriales abstractos cuyos 
elementos eran funciones o transformaciones lineales fueron estudiados por sus conexiones 
con la física y con otras ramas de las matemáticas como análisis y ecuaciones diferenciales. 

Un mayor interés por el estudio de las matrices como entes por sí mismos se produjo 
después de la Segunda Guerra Mundial con el advenimiento de las computadoras. Quienes 
contribuyeron en esto fueron J. von Neumann, H. Goldstine y A. Turing, entre otros 
muchos. 


7. HACIA UNA TEORÍA ABSTRACTA DE GRUPOS 

Mencionábamos en la sección 5 algunos aspectos del tratado de Jordán sobre grupos de 
permutaciones y la gran influencia que tuvo este trabajo en la evolución de la teoría de 
grupos, en general. Otro aspecto que también es importante señalar está relacionado con el 
estudio que hace Jordán de ciertos grupos de sustituciones lineales , los que en la 
terminología moderna, corresponden a los llamados grupos clásicos sobre el campo de 
Galois GF(p), p un número primo. Por ejemplo, el grupo general lineal GL(n,p) de 
matrices invertibles de orden n con entradas en el campo finito GF(p), es uno de ellos, 
aunque esta es la notación moderna para este grupo. Jordán logra probar que algunos de los 
grupos clásicos o sus subgrupos son simples. 
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Los grupos simples que tienen un número finito de elementos son muy importantes pues 
con ellos es posible construir cualquier otro grupo finito. La clasificación de todos los 
grupos finitos simples fue el gran anhelo de muchos matemáticos del siglo XIX. De hecho, 
Otto Hólder, el primer matemático en estudiar de forma abstracta los grupos simples (1889) 
dice: “ Sería de gran interés si una lista de todos los grupos simples con un número finito de 
operaciones se pudiera conocer ” (citado en [12]). Este anhelo comenzó a tener cierto 
sentido hacia la segunda década de siglo XX cuando ya había una lista de varias familias de 
grupos finitos simples y se estaban probando teoremas que hacían que los teóricos de 
grupos albergaran ciertas esperanzas de poder completar la lista. Ese momento llegó en 
1982 y se dio la clasificación completa de estos grupos. 

Es indiscutible la importancia de los Tratados de Jordán en el desarrollo de la teoría de 
grupos, que “... eran una expresión del profundo deseo de Jordán de llevar a cabo una 
síntesis conceptual de las matemáticas de su tiempo...'’'’ (ver [12]). Sin embargo, el concepto 
unificador de Jordán a saber, el de grupo de permutaciones, pronto quedaría rebasado con 
los trabajos de dos matemáticos que fueron atraídos a París por la fama de Jordán. Nos 
referimos a Félix Klein y a Sophus Lie, quienes permanecieron allí de abril a junio de 1870, 
justo cuando el libro de aquél hacía su aparición. Klein y Lie se hicieron amigos cuando 
este último visitó Berlín en 1869 pues sus investigaciones matemáticas tenían puntos en 
común. Lie había sido introducido a la teoría de grupos por L. Sylow, un matemático 
noruego que hizo contribuciones fundamentales a la teoría. Klein y Lie viajaron a Francia, 
donde tendrían un estrecho contacto con Jordán y su estancia allí fue determinante para el 
trabajo posterior de ambos. 

Un claro ejemplo donde se puede apreciar la generalidad del concepto de grupo, ya no 
como los grupos de permutaciones de Jordán, Cauchy y Galois sino como grupos de 
transformaciones, es en un artículo publicado en 1871 por Klein y Lie en Mathematische 
Annalen. En este artículo, sus autores exploran la idea de grupo continuo dimensión uno y 
establecen la conmutatividad de éstos. Posteriormente a esta colaboración conjunta, los 
intereses matemáticos de ambos tomaron caminos separados aunque siempre ligados al 
estudio de los grupos: Lie desarrolló su teoría de los grupos continuos y la aplicó al estudio 
de ecuaciones diferenciales; por su parte, Klein aplicó la noción de grupo de 
transformaciones al estudio de las geometrías y posteriormente inició una serie de 
investigaciones sobre grupos discretos de transformaciones fracciónales lineales, que son 
importantes en el estudio de funciones automorfas. 

La famosa conferencia inaugural de Klein en ocasión de su admisión como profesor a la 
Universidad de Eriangen en 1872, también marcaría un profundo cambio en la concepción 
de la noción de grupo. En esta conferencia, de título “Resumen Comparativo de 
Investigaciones Recientes en Geometría”, Klein establece lo que sería llamado el Programa 
de Eriangen, cuyo eje principal era la clasificación de las geometrías (euclidianas y no- 
euclidianas) como el estudio de invariantes bajo varios grupos de transformaciones. En este 
programa, Klein introduce varios grupos y sus geometrías asociadas, tales como el grupo 
proyectivo, el grupo de movimientos rígidos, el grupo hiperbólico, etcétera, creando así una 
nueva concepción, tanto del concepto de grupo como del de geometría. 
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Por otra parte, en un artículo publicado en Mathematische Annalen en 1873 Klein introduce 
el concepto de grupo de transformaciones en relación con su estudio de las geometrías no- 
euclidianas. En este artículo, Klein define el concepto de grupo a la manera de Jordán: Si 
dos transformaciones A y B pertenecen al grupo, entonces su producto AB también es un 
elemento del grupo; en este caso, el producto es composición de funciones. Pero Klein se 
da cuenta que aparte de la condición de cerradura del producto también requiere que el 
inverso de cada elemento pertenezca al grupo; esto es, si A es un transformación del grupo, 
entonces A -1 , la transformación inversa de A, también debe pertenecer al grupo. 

En este mismo artículo, Klein afirma que cada uno de los métodos de la geometría se 
caracteriza por un grupo de transformaciones, idea que ya estaba presente en su programa 
de Erlangen. De acuerdo con este punto de vista, la geometría proyectiva no es otra cosa 
que el estudio de aquellas propiedades de las figuras que permanecen invariantes bajo 
transformaciones proyectivas; la geometría euclidiana es estudiar las propiedades 
invariantes bajo el grupo de desplazamientos euclidianos, las transformaciones de similitud 
y las reflexiones (el grupo euclidiano), y así sucesivamente. 

Por su parte, las ideas de Lie sobre grupos continuos de transformaciones empiezan a tomar 
forma desde 1870 y lo llevaron a formular lo que ahora se conoce como la Teoría de Lie 
(Grupos de Lie y Álgebras de Lie), la cual se convirtió en una rama independiente de las 
matemáticas. Las investigaciones de Lie sobre en este campo fueron publicadas entre 1872 
y 1879; sus ideas probaron ser de una fecundidad extraordinaria pues aun hoy, a más de un 
siglo de distancia, los matemáticos siguen demostrando resultados importantes relacionados 
con los grupos y álgebras de Lie; además, las aplicaciones de esta teoría son muchas y muy 
variadas, tanto dentro de las matemáticas como fuera de ellas. 

Es imposible hacer un resumen, aunque sea breve, de las ideas de Lie sin recurrir a 
tecnicismos por lo que comentaremos muy superficialmente parte de su trabajo. Los 
primeros trabajos de Lie estaban relacionados con la integración de ecuaciones 
diferenciales parciales; sus investigaciones lo llevaron a considerar grupos de 
transformaciones que dejaran invariante una ecuación diferencial parcial (simetrías de 
ecuaciones diferenciales) y pronto pudo darse cuenta que los distintos métodos conocidos 
en la época para integrar ecuaciones diferenciales eran casos particulares de una teoría 
general en la que cada ecuación podía integrarse debido a que ésta quedaba invariante bajo 
la acción de un grupo continuo de transformaciones que, en esos casos, podía ser calculado 
con facilidad. De esta manera, la intención de Lie era crear una teoría para resolver 
ecuaciones diferenciales similar a la creada por Galois para las ecuaciones algebraicas. Así, 
dada una ecuación diferencial, se debería encontrar un grupo de transformaciones que 
dejara invariante a la ecuación y por medio del estudio de las propiedades del grupo, 
simplificar la ecuación para resolverla. Si bien no pudo dar una formulación completa de 
una “teoría de Galois para ecuaciones diferenciales” su trabajo fue fundamental en el 
desarrollo posterior de la teoría de grupos. 

Todas estas investigaciones sobre grupos continuos de transformaciones prepararon el 
camino para la definición abstracta de grupo pues dieron lugar a una visión más amplia del 
concepto, se dieron ejemplos de grupos infinitos y extendieron el campo de aplicación de la 
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noción de grupo, la cual estaba presente en algunos desarrollos de la teoría de números, la 
geometría, ecuaciones diferenciales y la teoría de funciones. 

Otros matemáticos que contribuyeron significativamente a la Teoría de los grupos y 
álgebras de Lie fueron W. Killing, E. Carian, H.Weyl, E. Dynkin, entre otros muchos. 

El paso decisivo que definió la teoría de grupos de forma abstracta fue dado por Arthur 
Cayley. En 1854 escribió un artículo titulado “Sobre la teoría de grupos que dependen de 
la ecuación simbólica 6" = 1” en el cual podemos encontrar la primera definición abstracta 
de un grupo: 

Un conjunto de símbolos 1, a, P, ... todos ellos diferentes, y tal que el producto de 
cualesquiera dos de ellos (no importa en qué orden), o el producto de cualquiera de ellos 
consigo mismo, pertenece al conjunto, se dice ser un grupo. 

Como parte de la definición, Cayley establece que el producto de esos símbolos no tiene 
por qué ser conmutativo, pero sí debe ser asociativo. Cayley presenta varios ejemplos, tales 
como los cuatemios (con la suma), las matrices invertibles (con la multiplicación de 
matrices), grupos de permutaciones, etcétera. También muestra que cualquier grupo 
abstracto e isomorfo a un grupo de permutaciones, lo que ahora llamamos el teorema de 
Cayley. Introduce la tabla de multiplicación de un grupo y afirma que un grupo abstracto 
queda determinado por ésta. 

A pesar de que Cayley era ampliamente conocido en el ambiente matemático de la época, 
su definición de grupo no llamó la atención de la comunidad y tuvieron que pasar bastantes 
años para que el concepto abstracto de grupo empezara a permear a los matemáticos de 
finales del siglo XIX. De nuevo, fue Cayley quien, en una serie de artículos, llamó la 
atención sobre el tema. Es oportuno señalar que Cayley estaba inmerso en un ambiente que 
permitía la abstracción, pues otros matemáticos que dieron definiciones abstractas de grupo 
fueron R. Dedekind, H. Weber, W. von Dyck. 

Es imposible nombrar a todos los que contribuyeron con sus investigaciones al desarrollo 
moderno de la teoría de grupos. En estas líneas hemos hecho una síntesis de algunas de las 
líneas principales sobre el tema. Un estudio más completo debería incluir aportaciones 
importantes de varios matemáticos tales como L. Sylow, E. Mathieu, G. Frobenius. O. 
Holder, G. A. Miller, W. Burnside, J.A. de Séguier, Eisenstein, Clebsh, etcétera. 

Para terminar esta sección citamos las palabras de H. Wussing (ver [12]): “La teoría de 
grupos aparece como una disciplina distinta a través de toda la matemática moderna. 
Permea las áreas más variadas como un principio ordenador y clasificante”. 


8. LEY DE COMPOSICIÓN: EL CONCEPTO BÁSICO DEL ÁLGEBRA 

El concepto primordial, fundamental, en el álgebra contemporánea es el de operación o ley 
de composición. Según Bourbaki, el concepto de ley de composición es uno de los 
conceptos matemáticos que podemos considerar entre los más primitivos. En efecto, una 
vez que el hombre primitivo tuvo cierta familiaridad con el proceso de contar, el siguiente 
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paso fue sin duda calcular 13 . En todo cálculo intervienen dos ingredientes: los objetos con 
los que se opera (calcula) y las reglas de operación (las reglas del cálculo). Estas últimas 
son las que realmente importan pues de los objetos sólo nos interesa que satisfagan las 
reglas de operación. 

Aquí es precisamente donde podemos encontrar la característica principal del álgebra 
contemporánea: su objeto de estudio son los sistemas algebraicos, entendiendo por éstos un 
conjunto de objetos en el cual están definidas una o varias leyes de composición que operan 
entre esos objetos y que satisfacen ciertas reglas (los axiomas) dadas de antemano. Así, la 
abstracción viene del hecho de que no interesa para nada la naturaleza de los elementos con 
los que se opera; lo que realmente importa es que se satisfagan los axiomas que definen las 
operaciones entre dichos elementos. 


Es en la escuela inglesa de la segunda mitad del siglo XIX donde se tomaría conciencia del 
papel totalmente independiente del álgebra. Algunos de los matemáticos ingleses 
iniciadores de este movimiento son G. Peacock, D. Gregory y A. De Morgan. Por ejemplo, 
una cita de Gregory con respecto al álgebra simbólica es muy clara al respecto: 

La luz entonces en la cual consideraría al álgebra simbólica es la de que es la ciencia que trata 
de la combinación de operaciones definidas no por su naturaleza, esto es, por lo que son o por 

lo que hacen, sino por las leyes de combinación a las que están sujetas. es verdad que estas 

leyes han sido en muchos casos sugeridas por las leyes conocidas de las operaciones de 
números, pero el paso que lleva de álgebra aritmética a álgebra simbólica es que, dejando de 
lado la naturaleza de las operaciones que los símbolos que usamos representan, nosotros 
suponemos la existencia de clases de operaciones desconocidas sujetas a las mismas leyes. Es 
así posible que probemos ciertas relaciones entre las diferentes clases de operaciones las que, 
cuando se expresan en símbolos, son llamadas teoremas algebraicos. 

Estaba así construyéndose el camino hacia la abstracción. Los pasos decisivos hacia la 
noción abstracta de ley de composición los dan los algebristas de la escuela inglesa, entre 
1830 y 1850, a partir de sus reflexiones sobre la naturaleza de los números imaginarios. 
Inmediatamente se amplían los dominios del álgebra pues se aplica el concepto de ley de 
composición a una multitud de nuevos entes matemáticos: álgebra de la lógica con Boole; 
vectores, cuaternios y sistemas complejos generales con Hamilton, y matrices y leyes no 
asociativas con Cayley. 

Como consecuencia de todo ese hervidero de ideas originales y fecundas que vinieron a dar 
nueva vida al álgebra, se preparaba el camino hacia la generalización y la abstracción. El 
álgebra ya no sería más el estudio de las ecuaciones y ésta se orienta a lo que hoy 
consideramos como el problema fundamental del álgebra: el estudio de las estructuras 
algebraicas por sí mismas. Así, el siglo XX sería testigo de todo un movimiento renovador 
del álgebra del que surgen nuevas estructuras y teorías algebraicas: la teoría de anillos, la 
teoría de campos, la teoría de módulos, la teoría de representaciones de grupos y de 
álgebras, etcétera. 


13 Este proceso debió ser muy largo. Según Dieudonné, aunque las primeras nociones matemáticas tales como 
el número, el espacio y el tiempo, aunque surgidas de las necesidades prácticas, son de suyo muy abstractas. 
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Por lo que respecta al nombre álgebra moderna, éste se hace popular con la publicación 
del tratado de B.L. van der Waerden en 1930, Modern Algebra, y del cual se puede decir 
que es el primer texto publicado donde se hace una exposición de manera axiomática de las 
nuevas ideas y tendencias del álgebra en esa época. 

La labor de axiomatización del álgebra se da principalmente en la escuela alemana 
moderna, comenzando con una unificación de las varias tendencias que se dieron, entre las 
cuales podemos mencionar los trabajos de Dirichlet, Kummer, Kronecker, Weber, 
Sylvester, Clifford, Peirce, Dickson, Wedderbum, Weierstrass. Frobenius, Molien, 
Laguerre y Carian, entre otros. Esta síntesis fue iniciada por Dedekind y Hilbert en los 
últimos años del siglo XIX y continuada por E. Steinitz, E. Artin, E. Noether, Hasse, Krull, 
Schreier, culminando con van der Waerden. El tratado de van der Waerden, publicado en 
1930, reunió por primera vez estos trabajos en una exposición de conjunto, abriendo el 
camino y sirviendo de guía a las múltiples investigaciones posteriores del álgebra 
abstracta. 

EPÍLOGO 

En este trabajo hemos presentado, de manera sucinta, algunos de los eventos más 
importantes que a lo largo de la historia de las matemáticas dieron forma a una de sus áreas 
más importantes: el álgebra moderna. Como se ha visto, en este desarrollo del álgebra han 
intervenido prácticamente todos los matemáticos importantes que registra la historia de esta 
disciplina y, aunque no lo hicimos explícito, nos hemos dado cuenta de que la evolución del 
álgebra no se dió de manera independiente a otras ramas de la matemática. Antes bien, es 
un proceso de constante retroalimentación en donde el avance de una rama influye en el 
avance de las otras. Todo esto por continuar esa gran aventura del pensamiento que 
llamamos MATEMATICAS. 

Por último, debo agradecer al Profesor Marco Antonio Valencia Arvizu, editor de estos 
Apuntes de Historia de las Matemáticas, por animarme a presentar por escrito lo que muy 
sucintamente presenté en una de las sesiones del Seminario de Historia de las Matemáticas 
de nuestro departamento, dirigido por él y ya con varios años de estar funcionando. Pero 
sobre todo, debo agradecerle su paciencia y sus sugerencias en la preparación de este 
escrito. 
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